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Рассматриваются диффеоморфизмы трехмерного пространства в себя с гиперболической
неподвижной точкой в начале координат и нетрансверсальной гомоклинической к ней точкой.
Предполагается, что матрица Якоби исходного диффеоморфизма имеет комплексные собствен-
ные числа в начале координат. Показано, что при определенных условиях, наложенных, прежде
всего, на характер касания устойчивого и неустойчивого многообразий, окрестность нетрансвер-
сальной гомоклинической точки содержит бесконечное множество устойчивых периодических
точек, характеристические показатели которых отделены от нуля. Библиогр. 8 назв.
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Рассматривается Cr-гладкий диффеоморфизм (r ≥ 1) трехмерного пространства
в себя с неподвижной гиперболической точкой, предполагается наличие нетрансвер-
сальной гомоклинической к ней точки. Из статей [1–3] следует, что при определенном
способе касания устойчивого и неустойчивого многообразий окрестность гомоклини-
ческой точки может содержать счетное множество устойчивых периодических точек,
но, по крайней мере, один из характеристических показателей таких точек стремится
к нулю с ростом периода. В работе [4] показано, что диффеоморфизм плоскости мо-
жет иметь счетное множество устойчивых периодических точек с характеристически-
ми показателями, отделенными от нуля. Пример такого диффеоморфизма плоскости
приведен в книге [5]. Диффеоморфизм многомерного пространства в себя рассмат-
ривался в работах [6, 7], в которых предполагалось, что матрица Якоби указанного
диффеоморфизма в неподвижной точке 0 имеет только действительные собственные
числа.

Предлагаемая работа является продолжением работ [6, 7] для случая наличия у
матрицы Якоби комплексных собственных чисел. Основная цель работы — показать,
что диффеоморфизм трехмерного пространства произвольного класса гладкости мо-
жет иметь счетное множество устойчивых периодических точек, характеристические
показатели которых отделены от нуля, если матрица Якоби имеет комплексные соб-
ственные числа.

Пусть f — диффеоморфизм трехмерного пространства в себя с неподвижной ги-
перболической точкой в начале координат, а именно f : R3 → R3, f(0) = 0. Пред-
положим, что f линеен в некоторой ограниченной окрестности начала координат V,
точнее

f



x
y
z


 =



λ 0 0
0 µ cos(2πθ) −µ sin(2πθ)
0 µ sin(2πθ) µ cos(2πθ)





x
y
z


 (1)

для любых (x, y, z) ∈ V.
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Предположим, что справедливы неравенства

0 < λ < 1 < µ, 0 < θ < 1, λµ2 < 1. (2)

Известно, что устойчивое W s(0) и неустойчивое Wu(0) многообразия гипербо-
лической точки диффеоморфизма f определяются, как

W s(0) =

{
w ∈ R3 : lim

k→∞
‖fk(w)‖ = 0

}
,

Wu(0) =

{
w ∈ R3 : lim

k→∞
‖f−k(w)‖ = 0

}
.

Предполагается наличие гомоклинической точки, а именно: в пересечении устой-
чивого и неустойчивого многообразий лежит отличная от нуля точка u, причем эта
точка является точкой касания данных многообразий.

Из определения гомоклинической точки следуют равенства

lim
k→∞

‖fk(u)‖ = lim
k→∞

‖f−k(u)‖ = 0.

Пусть u1 и u2 — две такие точки из орбиты гомоклинической точки, что u1 ∈ V ,
u2 ∈ V , их координаты имеют вид u1 = (0, y0, z0), u2 = (x0, 0, 0), и для них справед-
ливо включение

V1 =
{
(x, y, z) : |x| < λ−1|x0|, |y| < µ(|y0|+ |z0|), |z| < µ(|y0|+ |z0|)

}
⊂ V. (3)

Предположим, что
x0 > 0, y0 > 0, z0 > 0. (4)

Из определения гомоклинической точки следует, что существует натуральное
число τ такое, что f τ (u1) = u2. Пусть U — окрестность точки u1 такая, что U ⊂
V1, f

τ (U) ⊂ V1, и множества U, f(U), f2(U), . . . , f τ (U) попарно не пересекаются.
Обозначим через L сужение f τ |U . Ясно, что L— отображение класса Cr (r ≥ 1), а
матрица DL(0)— невырожденная.

Из (1) следует, что λ, µe±i2πθ — собственные числа матрицы Df(0). В работах
[6, 7] показано, что произвольно малая окрестность точки u1 может содержать беско-
нечное множество устойчивых периодических точек с отделенными от нуля характе-
ристическими показателями при условии, что все собственные числа матрицы Df(0)
действительны. В данной работе предполагается, что среди собственных чисел мат-
рицы Df(0) имеется пара комплексно сопряженных.

Предположим также, что величина θ такова, что существует возрастающая по-
следовательность натуральных чисел mk такая, что при некотором действительном
η > 1 и любом k справедливо неравенство

|µmk sin(2πmkθ)| ≤ (η)−mk . (5)

Пусть θ рационально, тогда существует такая возрастающая последовательность
натуральных чисел mk, что

µmk sin(2πmkθ) = 0.

Очевидно, что условия (5) в этом случае выполняются. В противном случае, а именно,
если θ иррационально, неравенства (5) могут и не выполняться.
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Известно, что иррациональные числа делятся на лиувиллевы и диофантовы
(свойства лиувиллевых чисел приведены в [8]).

Определение. Число γ называется лиувиллевым числом, если для любого на-
турального k существуют целые p, m (m > 1) такие, что

0 <
∣∣∣γ − p

m

∣∣∣ < 1

mk
.

Иррациональные числа, которые не являются лиувиллевыми, называются диофанто-
выми числами.

Любое лиувиллево число можно представить как

γ =
pk
mk

+ δk, 0 < |δk| < (mk)
−k, (6)

где pk, mk — последовательности целых чисел, причем последовательность mk воз-
растает.

Следующая лемма показывает, что существуют лиувиллевы числа, для которых
справедливы неравенства (5).

Лемма 1. Пусть ξ > µ— натуральное число, а последовательность натураль-
ных чисел jk такова, что jk+1 > ξjk + jkk для любого k, тогда сумма ряда

θ =

∞∑

k=1

ξ−jk

является лиувиллевым числом, для которого справедливы неравенства (5), где

mk = ξjk , pk = mk

k∑

n=1

ξ−jn .

Доказательство. Определим δk = θ − pk/mk. Имеют место соотношения

0 < δk = θ − pk
mk

=

∞∑

n=k+1

ξ−jn = ξ−jk+1

∞∑

l=0

ξ−(jk+l+1−jk+1) <

< ξ−jk+1

∞∑

l=0

ξ−l = ξ−jk+1
ξ

ξ − 1

или

0 < δk <
ξ

ξ − 1
ξ−mk(mk)

−k.

Таким образом, θ— лиувиллево число.
Из (6) имеем

µmk sin(2πmkθ) = µmk sin

(
2πmk

(
pk
mk

+ δk

))
= µmk sin(2πmkδk),

неравенства (5) следуют из последних соотношений. Лемма доказана.
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Пусть отображение L, определенное ранее, имеет вид

L



x
y
z


 = f τ



x
y
z


 =



x0 + a1x+ a2(y − y0) + a3(z − z0) + ϕ1(x, y − y0, z − z0)

bx+ h(y − y0, z − z0) + ϕ2(x)
c1x+ c2(y − y0) + g(z − z0) + ϕ3(x, y − y0)


 ,

(7)
где a1, a2, a3, b, c1, c2 — действительные числа такие, что

a3bc2 > 0, (8)

ϕ1, ϕ2, ϕ3, h, g— функции класса Cr (r ≥ 1) в окрестности начала координат, равные
нулю вместе со своими производными первого порядка в начале координат. Предполо-
жим, что производные первого порядка функций ϕ1, ϕ2, ϕ3 ограничены в окрестности
U положительной постоянной M. При этом будем иметь

DL(0) =



a1 a2 a3
b 0 0
c1 c2 0


 .

Последние предположения означают, что u2 является точкой касания устойчи-
вого и неустойчивого многообразий. Так же, как в работах [6, 7], характер касания
W s(0), Wu(0) в точке u2 определяется свойствами функций h, g. Для того чтобы
сформулировать эти свойства, введем в рассмотрение следующие последовательно-
сти. Пусть σk, εk — положительные, стремящиеся к нулю последовательности, причем
последовательность σk убывает.

Предположим, что для любого k выполняется неравенство

σk − εk − σk+1 − εk+1 > 0. (9)

Считаем, что последовательность mk, введенная в (5), такова, что
(
λµ2

)mk
< εk (10)

для любого k.
Введем следующие обозначения:

xk = λmk(x0 + a2λ
mk + a3σk)(1 − a1λ

mk)−1,

yk = y0 + λmk , zk = z0 + σk, ∆k = εkµ
−mk ,

δk = max[λmkσk, 4(M + |a3|)λmkεk],

d = min
[
1, 0.25(|c2|+M)−1

]
.

Предположим, что Cr-гладкие (r ≥ 1) функции g, h и их производные первого
порядка удовлетворяют при любом k нижеперечисленным условиям:

∣∣h(λmk , σk) + bxk − µ−mk [yk cos(2πmkθ) + zk sin(2πmkθ)]
∣∣ < 0.25dλmk ,

∣∣g(σk) + c1xk + c2λ
mk − µ−mk [−yk sin(2πmkθ) + zk cos(2πmkθ)]

∣∣ < 0.25∆k.
(11)

Кроме того, предположим, что существует такое α > 1, что производные функ-
ций g, h удовлетворяют при любом k неравенствам

∣∣∣∣
∂h(s, t)

∂s

∣∣∣∣ < µ−2αmk ,

∣∣∣∣
∂h(s, t)

∂t

∣∣∣∣ < µ−2αmk , (12)
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где s ∈ [λmk − d∆k, λ
mk + d∆k] , t ∈ [σk − εk, σk + εk], и неравенству

∣∣∣∣
dg(t)

dt

∣∣∣∣ < µ−2αmk , (13)

где t ∈ [σk − εk, σk + εk].

Условия (5), (11)–(13) показывают, что последовательностьmk должна стремить-
ся к бесконечности достаточно быстро.

Определим последовательность множеств

Uk = {(x, y, z) : |x− xk| < δk, |y − yk| < d∆k, |z − zk| < εk}.

Ясно, что Uk ⊂ U при достаточно больших k.
Теорема. Пусть дан диффеоморфизм f трехмерного пространства в себя с

неподвижной гиперболической точкой в начале координат и нетрансверсальной го-
моклинической к ней точкой u1. Пусть выполнены условия (1)–(5), (7)–(13), тогда
произвольная окрестность точки u1 содержит счетное множество устойчивых
периодических точек диффеоморфизма f , характеристические показатели которых
отделены от нуля.

Доказательству теоремы предпошлем лемму.
Лемма 2. Пусть выполнены условия теоремы, тогда справедливы следующие

включения:

fmkL(Ūk) ⊂ Uk, (14)

где Ūk — замыкание Uk.

Доказательство леммы для случая двумерного диффеоморфизма приведено в
[4], в рассматриваемом случае доказательство проводится аналогично.

Доказательство теоремы. Из (14) следует, что при любом k (может быть,
начиная с некоторого номера) окрестность Uk содержит неподвижную точку отобра-
жения fmkL, которая является периодической точкой диффеоморфизма f с периодом
τ +mk. Обозначим эти точки и их координаты следующим образом:

wk = (x̄k, y
0 + ȳk, z

0 + z̄k).

Для того чтобы оценить характеристические показатели точек wk, надо оценить
собственные числа матрицы DfmkL(wk) = {ωij}, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3.

Введем обозначения:

a1(k) = a1 +
∂ϕ1(wk)
∂x , a2(k) = a2 +

∂ϕ1(wk)
∂y , a3(k) = a3 +

∂ϕ1(wk)
∂z ,

b(k) = b+ dϕ2(x̄k)
dx , c1(k) = c1 +

∂ϕ3(x̄k,ȳk)
∂x , c2(k) = c2 +

∂ϕ3(x̄k,ȳk)
∂y ,

h1(k) =
∂h(ȳk,z̄k)

∂y , h2(k) =
∂h(ȳk,z̄k)

∂z , g(k) = dg(z̄k)
dz .

Из условий (12), (13) следуют соотношения

lim
k→∞

ai(k) = ai, i = 1, 2, 3; lim
k→∞

b(k) = b; lim
k→∞

ci(k) = ci, i = 1, 2;

|hi(k)| < µ−2αmk , i = 1, 2; |g(k)| < µ−2αmk .
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Таким образом, элементы матриц DfmkL(wk) = {ωij}, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3,
имеют вид

ω11 = λmka1(k), ω12 = λmka2(k), ω13 = λmka3(k),
ω21 = µmk (b(k) cos(2πmkθ)− c1(k) sin(2πmkθ)) ,
ω22 = µmk (h1(k) cos(2πmkθ)− c2(k) sin(2πmkθ)) ,
ω23 = µmk (h2(k) cos(2πmkθ)− g(k) sin(2πmkθ)) ,
ω31 = µmk (b(k) sin(2πmkθ) + c1(k) cos(2πmkθ)) ,
ω32 = µmk (h1(k) sin(2πmkθ) + c2(k) cos(2πmkθ)) ,
ω33 = µmk (h2(k) sin(2πmkθ) + g(k) cos(2πmkθ)) .

(15)

Обозначим через Θi(k) (i = 1, 2, 3) главные миноры второго порядка матрицы
DfmkL(wk). (Напомним, что главным минором матрицы называется такой минор,
номера выбранных строк которого совпадают с номерами столбцов.) Тогда имеем

Θ1(k) = ω11ω22 − ω12ω21,
Θ2(k) = ω11ω33 − ω13ω31,
Θ3(k) = ω22ω33 − ω23ω32.

(16)

Пусть P (ρ)— характеристический многочлен матрицы DfmkL(wk), а именно

P (ρ) =

3∑

i=0

Pi(k) ρ
3−i.

Коэффициенты этого многочлена имеют вид

P0(k) = −1, P1(k) = TrDfmkL(wk),

P2(k) = −
3∑
i=1

Θi(k), P3(k) = detDfmk(wk).

С другой стороны, P (ρ) можно представить как

P (ρ) = −
3∏

i=1

(ρ− ρi(k)),

где ρi(k), i = 1, 2, 3,— корни характеристического многочлена. Отсюда получаем

P1(k) = ρ1(k) + ρ2(k) + ρ3(k),
P2(k) = −ρ1(k)ρ2(k)− ρ1(k)ρ3(k)− ρ2(k)ρ3(k),
P3(k) = ρ1(k)ρ2(k)ρ3(k).

Применяя методы, описанные в [6, 7], с учетом условий (5), (12), (13), (15), (16)
легко получить, что существуют положительные β и T такие, что

|ρi(k)| ≤ Tµ−βmk , i = 1, 2, 3.

Последние неравенства справедливы при достаточно больших номерах k.
Известно, что характеристические показатели периодических точек wk диффео-

морфизма f определяются как

vi(k) = (τ +mk)
−1 ln |ρi(k)|, i = 1, 2, 3.
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Отсюда получим

vi(k) ≤ (τ +mk)
−1 (ln T − βmk lnµ) ≤ −0.5β lnµ, i = 1, 2, 3.

Последние неравенства справедливы для всех номеров k, начиная с некоторого номе-
ра. Теорема доказана.
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We consider diffeomorphism of three-dimensional space with a hyperbolic fixed point at the origin and
nontransversal homoclinic point to it. It is follows from the works of Sh. Newhouse, L. P. Shil’nikov,
B. F. Ivanov and others that under certain conditions a neighborhood of the homoclinic point contains a
countable set of stable periodic points, but at least one of the characteristic exponents at these points
tends to zero with increasing period. Earlier, in the author’s work was considered a three-dimensional
diffeomorphism and it was assumed that all the eigenvalues of the Jacobi matrix at the origin are real.
It was shown that for a certain type of tangency of the stable and unstable manifolds, a neighborhood
homoclinic point contains a countable set of stable periodic points with characteristic exponents bounded
away from zero. In the present paper we consider the diffeomorphism a three-dimensional space and it is
assumed that the Jacobi matrix at the origin has complex eigenvalues. It is shown that in this case the
neighborhood nontransversal homoclinic point can contain an infinite number of stable periodic points
with characteristic exponents bounded away from zero. Refs 8.

Keywords: three-dimensional diffeomorphism, hyperbolic point, nontransversal homoclinic point,
stability.
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