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Методом асимптотического интегрирования исследуются длинноволновые колебания и
волны в бесконечной неоднородной по толщине анизотропной балке-полоске. Построено дис-
персионное уравнение второго порядка точности по отношению к относительной толщине бал-
ки. Отмечены дополнительные качественные эффекты, связанные с анизотропией. Библиогр.
25 назв. Табл. 2.
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1. Введение. В работе построены приближенные модели в задаче о свободных
длинноволновых колебаниях и распространении волн в анизотропной неоднородной
бесконечной балке-полоске. Эта задача принадлежит к классу задач построения мо-
делей меньшей размерности для балок, пластин и оболочек. Наиболее употребитель-
ной является модель Кирхгофа—Лява (КЛ), основанная на гипотезе прямой норма-
ли [1, 2]. Более сложная и в некоторых случаях более точная модель Тимошенко—
Рейсснера (ТР) учитывает поперечный сдвиг [3, 4]. Используются также модели, осно-
ванные на разложениях неизвестных функций в ряды по полиномам Лежандра [5, 6].
Многочисленные исследования посвящены моделям [7–11], использующим асимпто-
тические разложения по степеням малой относительной толщины µ = h/L, где h—
толщина, L— длина волны в тангенциальном направлении.

Для анизотропных неоднородных по толщине (в частности, многослойных) ба-
лок, пластин и оболочек задача вывода моделей существенно усложняется. Методы,
основанные на гипотезах, становятся неприменимыми или область их применимости
существенно сужается. В то же время методы асимптотического интегрирования да-
ют надежные результаты, что подтверждается рассмотрением тестовых примеров,
в которых трехмерные задачи допускают точное решение. Установлено [12, 13], что
для анизотропных однородных пластин и оболочек модель КЛ неприменима. Модель
ТР нуждается в обобщении, при этом получается система 10 порядка, содержащая
нехарактерные для теории пластин и оболочек интегралы пограничного слоя. Ис-
ключение этих интегралов и сведение системы 10 порядка к системе 8 порядка (как
и в модели КЛ) представляет отдельную задачу [13]. В [14] методом асимптотическо-
го интегрирования для неоднородной по толщине анизотропной пластины в нулевом
приближении получена система 8 порядка, не содержащая интегралов пограничного
слоя. Различные вопросы, связанные с изгибом и распространением продольных волн
в анизотропных и слоистых пластинах, обсуждаются в работах [15–17].

В работах [18–21] для пластины из трансверсально изотропного неоднородного
(в частности, многослойного) материала и для балки из ортотропного неоднородного
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материала получены уравнения второго порядка точности. Оказалось, что как для
пластины, так и для балки получается одна и та же разрешающая система уравне-
ний 4 порядка, определяющая закон изменения неизвестных функций по толщине.
Ценность модели второго порядка точности заключается в том, что она (в отличие
от моделей КЛ и ТР) может быть использована для пластин и балок с весьма ма-
лой жесткостью на поперечный сдвиг, а также для многослойных пластин и балок, у
которых чередуются жесткие и весьма мягкие слои (отношение модулей Юнга слоев
может достигать 1000).

Попытка получить уравнения второго порядка точности для анизотропных пла-
стин и оболочек (с 21 модулем упругости) пока не привела к успеху, ибо уравнения
получаются очень громоздкими. Поэтому в настоящей работе методом асимптотиче-
ского интегрирования выведены уравнения ВТ для анизотропной балки-полоски (с
6-ю модулями упругости). Рассматриваются свободные длинноволновые колебания и
распространение продольных и изгибных волн, а также кратко исследуются высо-
кочастотные длинноволновые колебания. Соотношения упругости при рассматрива-
емом плоском напряженном состоянии содержат 6 констант в отличие от 4 констант
для ортотропной балки. Выяснено, какие дополнительные качественные эффекты
связаны с общей (косой) анизотропией по сравнению с ортотропным (или изотроп-
ным) материалом.

2. Основные уравнения и предположения. Рассматривается плоская дина-
мическая задача для бесконечно длинной анизотропной балки-полоски постоянной
толщины h. Система уравнений движения имеет вид

∂ σ11
∂x

+
∂ σ13
∂z

+ f1(x, z, t) = 0,
∂ σ13
∂x

+
∂ σ33
∂z

+ f3(x, z, t) = 0, (2.1)

где σij — напряжения, f1, f3 — интенсивности внешней нагрузки в проекциях на оси
x, z декартовой системы координат, t— время. Для рассматриваемых ниже задач сво-
бодных колебаний f1 = ρω2u, f3 = ρω2w, где u(x, z), w(x, z) — проекции перемещения
на направления x и z соответственно, ω — частота колебаний, ρ = ρ(z)— плотность
материала.

Плоскости z = 0 и z = h считаем свободными, что дает граничные условия

σ13(x, z, t) = σ33(x, z, t) = 0, z = 0, h. (2.2)

Для анизотропного материала соотношения упругости, связывающие напряже-
ния σij с деформациями εij , записываются так:

σ11 = E11ε11 +H1ε13 + E13ε33,

σ13 = H1ε11 +G13ε13 +H3ε33,

σ33 = E13ε11 +H3ε13 + E33ε33,

E =




E11 H1 E13

H1 G13 H3

E13 H3 E33


 , (2.3)

ε11 =
∂u

∂x
, ε13 =

∂u

∂z
+
∂w

∂x
, ε33 =

∂w

∂z
. (2.4)

Считаем, что модули упругости в матрице E не зависят от x, но могут зависеть
от z. Тем самым многослойные балки и балки из функционально градиентного ма-
териала не исключаются из рассмотрения. Предполагается, что матрица E является
положительно определенной.
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Разрешая соотношения (2.3) относительно величин ε33, ε13, σ11, получаем

ε33 = c3σ33 − cνε11 − c1ε13,

ε13 = −chε11 + cgσ13 − c1σ33,

σ11 = c0ε11 + chσ13 + cνσ33,

(2.5)

где

c0 = E11 −
E2

13G13 − 2H1H3E13 +H2
1E33

∆1
=

∆

∆1
> 0, c3 =

G13

∆1
, c1 =

H3

∆1
,

ch =
E33H1 − E13H3

∆1
, cν =

E13G13 −H1H3

∆1
, cg =

E33

∆1
,

(2.6)

причем ∆1 = G13E33 −H2
3 > 0 и ∆ > 0— определитель матрицы E.

Основными неизвестными в системе (2.1), (2.3) считаем w, u, σ13, σ33. Они в силу
формул (2.5) удовлетворяют системе уравнений

∂w

∂z
= −cν

∂u

∂x
− c1σ13 + c3σ33,

∂u

∂z
= −∂w

∂x
− ch

∂u

∂x
+ cgσ13 − c1σ33,

∂σ13
∂z

= −c0
∂2u

∂x2
− ch

∂σ13
∂x

− cν
∂σ33
∂x

− ρω2u,

∂σ33
∂z

= −∂σ13
∂x

− ρω2w.

(2.7)

Вводим безразмерные переменные (со значком ̂):

{u,w, z}=h{û, ŵ, ẑ}, x = Lx̂,

{σij , Eij , G13, Hi, c0}=E0{σ̂ij , Êij , Ĝ13, Ĥi, ĉ0},

{c1, c3, cg} =
1

E0
{ĉ1, ĉ3, ĉg},

ρ = ρ0ρ̂, ω =
ω̂

T
, t = T t̂, v =

L

T
v̂, µ0 =

h

L
,

E0 =
1

h

h∫

0

c0(z)dz, ρ0 =
1

h

h∫

0

ρ(z)dz, T =

√
ρ0 h

2

E0
.

(2.8)

Здесь L— длина волны в продольном направлении, E0, ρ0 — средние по толщине зна-
чения эквивалентного напряжения в продольном направлении c0 и плотности матери-
ала, T — время распространения продольной волны на длину L, v— ее скорость. Для
рассматриваемых ниже длинноволновых колебаний µ0 — малый параметр толщины.
Далее значок ̂ опускаем.

Для балки из ортотропного материала в безразмерных переменных будет

H1 = H3 = 0, c1 = ch = 0, c0 = E11 −
E2

13

E33
, cg =

1

G13
, cν =

E13

E33
, c3 =

1

E33
(2.9)

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. Т. 4 (62). 2017. Вып. 2 325



и для изотропного материала —

c0 =
E

E0(1 − ν2)
, cg =

2(1 + ν)E0

E
, cν =

ν

1− ν
, c3 =

E0(1− 2ν)(1 + ν)

E(1− ν)
, (2.10)

где E(z), ν(z)— модуль Юнга и коэффициент Пуассона, причем E и E0 являются
размерными величинами по определению.

Если H1 6= 0 и/или H3 6= 0, анизотропию называем косой. Для нее c1 6= 0 и/или
ch 6= 0. В противном случае материал считается ортотропным (или изотропным).

Рассматриваем две задачи, сводящиеся к одной и той же системе уравнений, —
задачу о свободных гармонических колебаниях и задачу распространения продоль-
ных волн. В задаче колебаний инерционные нагрузки в безразмерных обозначениях
таковы:

{f1, f3} = ρ(z)ω2{u(z), w(z)}eiµxeiωt, µ = 2πµ0 =
2πh

L
, (2.11)

где µ— новый малый параметр. Неизвестные функции ищем в виде

Y (x, z, t) = Y (z)eiµxeiωt, Y = {w, u, σ13, σ33}. (2.12)

В задаче распространения волн имеем

{f1, f3}(x, z, t) = ρ(z)ω2{u(z), w(z)}eiµ(x−vt), Y (x, z, t) = Y (z)eiµ(x−vt), (2.13)

где v— скорость распространения волны, связанная с ее длиной L (см. (2.11)) и ча-
стотой ω соотношением

v = ω/µ. (2.14)

Нашей задачей является определение частоты ω и связанной с ней по формуле
(2.14) скорости распространения волны v.

Формулы (2.11) подставим в систему уравнений (2.7) и положим для удобства
u(z) = iũ(z), σ13(z) = iσ̃13(z). Тогда, опуская значок ∼, получим

w′ = µcνu− ic1σ13 + c3σ33, ()′ ≡ ()/dz,

u′ = −µw − µichu+ cgσ13 + ic1σ33,

σ′
13 = µ2c0u− µichσ13 − µcνσ33 − ρω2u ≡ Z1,

σ′
33 = µσ13 − ρω2w ≡ Z2,

σ13(0) = σ13(1) = σ33(0) = σ33(1) = 0.

(2.15)

3. Обсуждение краевой задачи (2.15). При сделанном предположении о по-
ложительной определенности матрицы упругих модулей эта задача имеет неотрица-
тельный спектр, что вытекает из энергетических соображений [19].

Несложно непосредственно доказать, что собственные значения ω2
k задачи (2.15),

неотрицательны (положительны, если исключить перемещения балки как твердого
тела). Умножим третье и четвертое уравнения (2.15) на комплексно сопряженные
функции u и w и проинтегрируем их по z в пределах (0,1). Тогда после преобразований
получим

ω2

∫ 1

0

ρ(|u|2 + |w|2)dz =

∫ 1

0

(
µ2c0|u|2 + cg|σ13|2 + 2c1Im(σ13σ33) + c3|σ33|2

)
dz, (3.1)
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где Im(Y )— коэффициент при мнимой части Y . В силу (2.6) из соотношения (3.1)
следует ω2 > 0, ибо c0 > 0 в силу положительной определенности матрицы E и
cgc3 − c21 = 1/∆1 > 0.

Коэффициенты c0, ch, cν , c1, cg, c3, ρ в системе (2.15) зависят от z (в общем слу-
чае). При µ ≪ 1 эта система описывает низкочастотные изгибные (при ω2 ∼ µ4) и
продольные (при ω2 ∼ µ2) колебания и две бесконечные серии высокочастотных ко-
лебаний. Для низкочастотных колебаний правые части системы (2.15) малы, и для
построения частот и форм колебаний будем использовать метод итераций. Интегри-
рование по z первых двух уравнений (2.15) вводит произвольные функции, которые
определяются из условий совместности третьего и четвертого уравнений (2.15) и гра-
ничных условий:

〈Zk(z)〉 = 0, k = 1, 2, 〈Y 〉 =
∫ 1

0

Y (z) dz, (3.2)

где 〈Y 〉— оператор осреднения по толщине балки. В частности, в силу введенных
обозначений будет 〈c0〉 = 1, 〈ρ〉 = 1.

Построено нулевое приближение по µ решения задачи (2.15), а также первое и
второе приближения. Нулевое приближение зависит только от эквивалентной про-
дольной жесткости материала c0(z). Первое приближение уточняет нулевое прибли-
жение при ch 6= 0 (т. е. в случае косой анизотропии). Для ортотропной балки пер-
вое приближение совпадает с нулевым. Второе приближение, зависящее от осталь-
ных коэффициентов в системе (2.15), является достаточно громоздким. Цель его
построения — уточнение предыдущих приближений, причем наиболее существенным
это уточнение получается в случае малой жесткости на поперечный сдвиг. При этом
коэффициент cg в системе (2.15) является большим.

Для краткости записи (кроме оператора осреднения (3.2)) введем оператор ин-
тегрирования по толщине балки I(Y ) =

∫ z
0
Y dz.

Отметим легко проверяемые свойства этих операторов:

〈I(Y )〉 = 〈Y 〉 − 〈zY 〉 , 〈Y I(Z)〉 + 〈ZI(Y )〉 = 〈Y 〉 〈Z〉 . (3.3)

Результат применения метода итераций зависит от начального приближения.
Начнем с продольных колебаний, как более простых.

4. Продольные колебания. Возьмем u(0) = 1 в качестве нулевого приближе-
ния. Тогда асимптотические порядки остальных неизвестных будут следующими:

u ∼ 1, w ∼ µ, σ13 ∼ µ2, σ33 ∼ µ3, ω2 ∼ µ2. (4.1)

В нулевом приближении имеем w(0) = µ
(
w1+I(cν)

)
, где постоянная w1 подлежит

определению. Условие 〈Z1〉 = 0 совместности третьего уравнения (2.15) дает ω2
0 = µ2.

Далее находим σ
(0)
13 = µ2I(c0)−ω2

0I(ρ) = µ2I(c0−ρ). Условие совместности четвертого
уравнения (2.15) после преобразований дает величину w1 = 〈I(c0 − ρ− cν)〉. Опреде-

ление напряжения σ
(0)
33 = µ3 (I(I(c0 − ρ))− I(ρ(w1 + I(cν )))) завершает построение

нулевого приближения.
В первом приближении имеем w(1) = w(0) = µ(w1 + I(cν)), u(1) = 1 − µ0iI(ch).

Условие 〈Z1〉 = 0 дает µ2 〈c0(1 − µiI(ch))〉 − µ3i 〈chI(c0 − ρ)〉 −ω2
1 〈ρ(1− µiI(ch))〉 = 0.

Как и должно быть в силу вещественности величины ω2, слагаемые с множителем
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iµ3 с учетом тождеств (3.3) взаимно уничтожаются и ω2
1 = ω2

0 = µ2. В первом прибли-

жении получаем σ
(1)
13 = µ2I(c0 − ρ) + µ3i(I((ρ − c0)I(ch)) + I(chI(ρ − c0))). Величина

σ
(1)
33 не приводится, так как она не участвует при вычислении ω2

2 .
Наконец, во втором приближении будем иметь

u(2) = 1− µiI(ch) + µ2(I(cgI(c0 − ρ))− I(chI(ch))− I(ch(w1 + I(cν )))),

w(2) = µ(w1 + I(cν ))− iµ3(w3 + I(I(c0 − ρ))).
(4.2)

Условие 〈Z1〉 = 0 приводит к дисперсионному уравнению второго порядка точности

ω2 = µ2 + µ4A+O(µ5), A = Ag +Aν +Ah, (4.3)

где

Ag = 〈(c0 − ρ)I(cgI(c0 − ρ))〉 ,
Aν = −〈cν (II(c0 − ρ)− I(ρ(w1 + I(cν)))〉 ,

Ah = 〈(ρ− c0)(I(ch(I(ch + cν) + w1) + chI((ρ − c0)I(ch)) + chI(chI(ρ − c0))〉 .
(4.4)

Для балки из ортотропного материала имеем ch = Ah = 0.
Если материал однородный (коэффициенты c0, cg, cν , ch, ρ постоянны), то фор-

мулы (4.4) упрощаются, ибо в безразмерных обозначениях c0 = ρ = 1. В результате
получаем

Ag = Ah = 0, A = Aν = − c2ν
12
. (4.5)

В соответствии с формулой (2.14) скорость vl распространения продольной волны
в безразмерных переменных имеет вид

vl =
ω

µ
= 1 +

µ2A

2
+O(µ3) (4.6)

или в исходных переменных —

vl =

√
E0

ρ0h2

(
1 +

πAh2

L2
+O

(
h3

L3

))
, (4.7)

где E0 и ρ0 — эквивалентная продольная жесткость и средняя плотность материала
(см. (2.8)). Формула (4.7) описывает слабую дисперсию скорости продольной волны,
т. е. слабую зависимость скорости распространения волны от ее длины. Эта диспер-
сия имеет место как для анизотропного, так и для изотропного материалов. Впервые
дисперсия была обнаружена в работах Похгаммера [20] и Кри [21] при изучении рас-
пространения продольной волны по однородному изотропному стержню кругового
поперечного сечения. Заметим, что в однородном анизотропном упругом простран-
стве плоские волны распространяются без дисперсии [19].

Косая анизотропия проявляется в величине коэффициентов E0 и A и в появлении
малого поперечного перемещения стержня.

5. Изгибные колебания. Возьмем w(0) = 1 в качестве начального приближения
в методе итераций. Тогда порядки неизвестных функций в системе (2.15) будут равны

w ∼ 1, u ∼ µ, σ13 ∼ µ3, σ33 ∼ µ4, ω2 ∼ µ4. (5.1)
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Нулевое приближение имеет вид

w(0) = 1, u(0) = µz∗, z∗ = a− z, a = 〈c0z〉 , σ
(0)
13 = µ3I(c0z∗),

µ4D = ω2
0 , D = 〈I(c0z∗)〉 =

〈
c0z

2
∗

〉
, σ

(0)
33 = µ4I(I(c0z∗))− ω2

0I(ρ),
(5.2)

где a— координата нейтрального слоя, D— безразмерная изгибная жесткость, ω0 —
частота колебаний в нулевом приближении. Уравнение µ4D = ω2

0 может быть полу-
чено в рамках гипотез Кирхгофа—Лява при соответствующем значении продольной
жесткости c0 балки.

Нулевое приближение совпадает с полученным ранее [16–18] нулевым прибли-
жением при описании колебаний трансверсально изотропной пластины, ибо при
ch = c1 = 0 обе задачи описываются одной и той же системой уравнений (2.15).

Первое приближение имеет вид

w(1) = 1, u(1) = µz∗ + iµ2(u1 − I(chz∗)). (5.3)

Постоянная u1 определяется из условия совместности 〈Z1〉 = 0:

u1 − 〈U1〉 = 0, U1 = c0I(chz∗) + chI(c0z∗). (5.4)

Далее получаем
σ
(1)
13 = µ3I(c0z∗) + iµ4I(c0u1 − U1). (5.5)

Величина ω2
1 определяется из уравнения 〈Z2〉 = 0, Z2 = µσ

(1)
13 − ρω2

1, что дает
ω2
1 = µ4D + iµ5 〈V1〉 , V1 = I(c0)u1 − I(U1). Пользуясь тождествами (3.2), можно

показать, что 〈V1〉 = 0, что и должно быть, ибо в противном случае частота ω1 была
бы комплексной. Следовательно, ω1 = ω0 = µ4D.

Во втором приближении имеем

w(2) = 1 + µ2I(cνz∗), u(2) = µz∗ + iµ2(u1 − I(chz∗)) + µ3(u2 + I(U2)),

U2 = −I(cνz∗) + ch(u1 − I(chz∗)) + cgI(c0z∗).
(5.6)

Постоянная u2 определяется из условия совместности 〈Z1〉 = 0, что дает u2+〈V2〉 = 0,
где

V2 = c0I(U2) + chI(c0u1 − U1)− cνI(I(c0z∗)) + cνDI(ρ) −Dz∗ρ. (5.7)

Далее находим

σ
(2)
13 = µ3I(c0z∗) + iµ4I(c0u1 − U1) + µ5I(c0u2 + V2). (5.8)

Наконец, условие 〈Z2〉 = 0 дает значение второго порядка точности для частоты ω2:

ω2
2 = µ4D + µ6B, B = 〈I(c0u2 + V2)−DρI(cνz∗)〉 = Bg + Bν +Bh +Bρ, (5.9)

где

Bg = −
〈
cg (I(c0z∗))

2
〉
,

Bν = −〈c0z∗I(I(cνz∗)) + cνz∗I(I(c0z∗))〉 ,
Bρ = −D

〈
ρz2∗
〉
+D 〈cνz∗I(ρ) − ρI(cνz∗)〉 ,

Bh = 〈chz∗I(c0) + c0z∗I(ch)〉 〈chI(c0z∗) + c0I(chz∗)〉 −
− 〈chz∗I(c0I(chz∗)) + chz∗I(chI(c0z∗)) + c0z∗I(chI(chz∗))〉 .

(5.10)
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Слагаемые Bg, Bν , Bh учитывают, соответственно, влияние поперечного сдвига, пуас-
соновскую деформацию нормальных волокон и влияние косой анизотропии. Слагае-
мое Bρ учитывает дополнительные силы инерции и состоит из двух частей, первая
из которых связана с инерцией вращательного движения нормальных волокон, а вто-
рая — с инерцией их пуассоновской деформации.

Для однородного материала, c0 = ρ = 1, a = 1/2, и коэффициенты (5.10) прини-
мают значения

D =
1

12
, Bg = − cg

120
, Bν =

cν
60
, Bρ = − 1

144
− cν

72
, Bh = − c2h

360
. (5.11)

При c1 = ch = 0 система (2.7) была ранее исследована в работах [16–18], ибо к ней
сводятся задачи изгиба и колебаний трансверсально изотропной пластины. Коэффи-
циенты Bg, Bν и Bρ в (5.10) с точностью до обозначений совпадают с полученными
ранее. Коэффициент Bh учитывает влияние косой анизотропии.

Уравнение нулевого приближения µ4D = ω2
0 может быть получено в рамках

гипотезы прямой нормали Кирхгофа—Лява при соответствующем значении эквива-
лентной продольной жесткости c0 балки (см. (2.6)). Для ортотропной балки слагаемое
µ6Bg в формуле (5.6) может быть получено в рамках гипотез Тимошенко—Рейсснера,
учитывающих сдвиг при соответствующем выборе эквивалентной жесткости на сдвиг
[18]. При этом нормальное волокно изгибается, как кубическая парабола [17].

Косая анизотропия не приводит к существенному изменению частоты колеба-
ний, однако в соответствии с формулами (5.6) форма прогиба претерпевает более
существенные изменения. Возвращаясь к исходным обозначениям, с учетом (2.13) и
принятого обозначения u = iũ запишем вещественные части формул (5.6) в виде

w = (1 + µ2I(cνz∗)) cosµx,

u = −(µz∗ + µ3(u2 + I(U2))) sinµx− µ2(u1 − I(chz∗)) cosµx.
(5.12)

Гипотезам Кирхгофа—Лява соответствует соотношение ∂u/∂z+∂w/∂x = 0, которому
удовлетворяют лишь главные слагаемые в (5.12).

Как для анизотропной, так и для изотропной балок скорость vb сильно зависит
от длины волны L. В безразмерных переменных получаем

vb = µ
√
D

(
1 +

µ2B

2D

)
(5.13)

и в исходных переменных —

vb =
2πh

L

√
E0D

ρ0h2

(
1 +

2π2h2B

DL2

)
. (5.14)

На скорость волны vb анизотропия влияет через коэффициенты E0, D,B, не меняя
качественной картины. Влияние на форму прогиба в соответствии с (5.12) более су-
щественно.
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6. Высокочастотные длинноволновые колебания. При построении коле-
баний в системе (2.15), по прежнему, параметр µ считаем малым. Ограничимся по-
строением нулевого по µ приближения для однородной анизотропной балки. Тогда
приходим к краевой задаче

σ′′
13 + ω2cgσ13 − ω2c1σ33 = 0, σ13(0) = σ13(1) = 0,

σ′′
33 − ω2c1σ13 + ω2c3σ33 = 0, σ33(0) = σ33(1) = 0.

(6.1)

(Для получения вещественного решения сделана обратная замена σ13 на −iσ13.)
Для ортотропной балки имеем c1 = 0, и задача (6.1) распадается на две. Одна из

них описывает серию сдвиговых колебаний с ω(1)
n = nπ/

√
cg, n = 1, 2, . . . , а другая —

толщинных колебаний с ω(2)
n = nπ/

√
c3.

Для балки с косой анизотропией (c1 6= 0) также появляются две серии частот, в
каждой из которых присутствуют оба напряжения σ13 и σ33:

ω(k)
n = nπ/

√
λ(k), σ

(k)
13 = c1 sinnπz, σ

(k)
33 = (cg − λ(k)) sinnπz, k = 1, 2, (6.2)

где λ(k) — корни уравнения

λ2 − (cg + c3)λ+ cgc3 − c21 = 0. (6.3)

В силу неравенства cgc3 − c21 > 0 оба корня уравнения (6.3) положительны.
На основании формул (6.2) отношение ξ(k) максимальных амплитуд толщинных

и сдвиговых нвпряжений в нулевом приближении имеет вид

ξ(k) =
maxσ

(k)
33

maxσ
(k)
13

=
cg − λ(k)

c1
. (6.4)

Слабая зависимость (порядка µ) этих частот от длины волны может быть най-
дена из первого приближения, которое здесь не рассматривается.

7. Примеры. В качестве тестового примера рассмотрим колебания однородной
анизотропной балки с безразмерными параметрами

c0 = ρ = 1, cν = 0.3, cg = c3 = η, ch = c1 = 0.5η, µ = 0.1, (7.1)

причем параметр η будем менять. В работах [16–18, 22] показано, что для трансвер-
сально изотропных пластин и ортотропных балок уточнение, связанное со слагаемым
второго порядка точности µ6B в (5.6), существенно лишь в случае малой жесткости в
поперечном направлении. Поэтому в (7.1) введен параметр η (при η ≫ 1 поперечная
жесткость мала).

Таблица 1.
η ω1 ε2 ε0 ω2 ε0 ∼ ε2 ω3 ε0 ω4 ε0
1 0.002884 10−7 0.1% 0.099996 10−7 2.566 0.1% 4.443 0.1%

10 0.002860 10−4 0.3% 0.099998 10−5 0.815 0.5% 1.398 0.6%
50 0.002545 1.2% 13% 0.099998 10−5 0.376 3.5% 0.579 8.5%

100 0.001839 4.7% 60% 0.099998 10−5 0.280 7.5% 0.371 19%

В таблице 1 для ряда значений η приведены первые четыре частоты, найденные в
результате численного решения краевой задачи (2.15), и относительные погрешности
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приближенных формул (4.3), (5.9) и (6.2). Через ε0 и ε2 обозначены, соответственно,
погрешности нулевого и второго приближений. Частота изгибных колебаний ω1 убы-
вает с ростом η, а погрешности ε2 и ε0 формулы (5.9) растут. Частота продольных
колебаний ω2 практически не зависит от η и определяется по формуле (4.3) с высокой
точностью.

Первые частоты ω3 и ω4 высокочастотной серии убывают вместе с η, а погрешно-
сти формул (6.2) растут. По формуле (6.4) для модулей (7.1) максимальные амплиту-
ды толщинных и сдвиговых напряжений оказываются равными для обоих рассмат-
риваемых форм колебаний (ξ(3) = ξ(4) = 1).

Рассмотрим балку, равномерно армированную системой малорастяжимых воло-
кон, наклоненных под углом α к осиOx. В [22] для упругих модулей в (2.3) приводятся
следующие формулы:

E11 =
E(1 − δ)

1− ν2
+ Enδ cos

4 α, E13 =
Eν(1− δ)

1− ν2
+ Enδ sin

2 α cos2 α,

E33 =
E(1 − δ)

1− ν2
+ Enδ sin

4 α, G13 =
E(1− δ)

2(1 + ν)
+ Enδ sin

2 α cos2 α,

H1 = Enδ sinα cos3 α, H3 = Enδ sin
2 α cosα,

(7.2)

где E и ν — модуль Юнга и коэффициент Пуассона матрицы, En — модуль Юнга во-
локон, δ— доля обьема, занятого волокнами.

Рассмотрим изгибные колебания балки с безразмерными параметрами

E = 1, ν = 0.3, En = 1000, δ = 0.1, ρ = 1. (7.3)

Угол α наклона волокон будем менять.
В таблице 2 для ряда значений α приведены: эквивалентная продольная жест-

кость c0, найденная по формуле (2.6), коэффициент cg податливости на поперечный
сдвиг; изгибная частота колебаний ω1, найденная при численном решении задачи
(2.15); и относительные погрешности ε2 и ε0 формулы (5.9) во втором и в нулевом
приближениях.

Таблица 2.
α c0 cg ω1 ε2 ε0
0 101 291 0.0255 3% 13.6%
2 74 160 0.0230 1% 8.7%
5 32 29 0.0159 0.6% 2.5%

10 11 3.3 0.0095 10−4 0.6%
30 2 0.1 0.0041 10−4 0.1%
60 1 0.1 0.0030 10−4 0.05%
90 1 2.6 0.0027 10−4 0.2%

С уменьшением угла α возрастают как продольная жесткость c0, так и часто-
та изгибных колебаний ω1. Одновременно растет параметр cg, что сопровождается
ростом погрешности приближенных формул.

8. Заключение. Выведены уравнения второго порядка точности, описывающие
длинноволновые колебания балки-полоски в случае анизотропии общего вида. Полу-
чена эквивалентная продольная жесткость, которая в рамках гипотез КЛ позволяет
описать в нулевом приближении изгибные и продольные колебания анизотропной
неоднородной по толщине балки. Как для ортотропной балки, так и в случае косой
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анизотропии первое приближение не дает поправки к частоте колебаний, а поправоч-
ное слагаемое второго приближения зависит от всех модулей упругости.

Что касается формы колебаний, в случае косой анизотропии при поперечных
колебаниях появляется малая продольная составляющая перемещений нейтрального
слоя. При продольных колебаниях влияние косой анизотропии на форму колебаний
незначительно, малая поперечная составляющая перемещения связана, в основном,
с эффектом Пуассона.

Для высокочастотной серии наличие косой анизотропии очень существенно. Тол-
щинные и сдвиговые частоты и формы колебаний связаны уже в нулевом приближе-
нии и образуют единую высокочастотную серию.
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lONG-WAVE VIBRATIONS AND WAVES IN ANISOTROPIC BEAM
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Long-wave vibrations and waves in infinite non-homogeneous in thickness of anisotropic beam-belt are
investigated by using asymptotic methods. Dispersion equation of second order accuracy on the relative
beam thickness are obtained. Additional quality effect related to anisotropy are noticed. Refs 25. Tables 2.

Keywords: vibrations, waves, anisotropic beam-belt, asymptotic methods.
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Краткое содержание доклада:

В докладе рассматривались одномерные модели деформации балок типа Бер-
нулли—Эйлера и двухмерные модели пластин типа Кирхгофа—Лява и Тимошенко—
Рейсснера. Путем сравнения с результатами асимптотического интегрирования урав-
нений трехмерной теории упругости обсуждались области применимости этих мо-
делей и их погрешности. Особое внимание уделено многослойным, анизотропным и
функционально градиентным балкам и пластинам.
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