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О РАСПРЕДЕЛЕНИЯХ РЕКОРДНЫХ РАЗМАХОВ
В НЕСТАНДАРТНЫХ СИТУАЦИЯХ

И.В. Бельков

Санкт-Петербургский государственный университет,
Российская Федерация, 199034, Санкт-Петербург, Университетская наб., 7–9

Исследуются распределения и свойства рекордных размахов, построенных по исходным
последовательностям случайных величин, имеющих распределение Лапласа или смесь геомет-
рических распределений на положительной и отрицательной полуосях. Получены соответству-
ющие характеризации этих распределений. Библиогр. 9 назв.
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Введение. Рассмотрим последовательность независимых случайных величин
(с. в.) X1, X2, . . . с общей функцией распределения (ф. р.) F (x). В этой последова-
тельности можно определить порядковые статистики:

X1,n ≤ X2,n ≤ . . . ≤ Xn,n, n = 1, 2, . . . .

Верхними рекордными моментами называются величины, которые задаются
следующим образом [1–3]:

L(1) = 1, L(k + 1) = min{j > L(k) : Xj > M(L(k))}, k = 1, 2, . . . ,

где M(n) = Xn,n = max{X1, X2, . . . , Xn}, n = 1, 2, . . .

Аналогично определяются нижние рекордные моменты:

l(1) = 1, l(k + 1) = min{j > l(k) : Xj < m(l(k))}, k = 1, 2, . . . ,

где m(n) = X1,n = min{X1, X2, . . . , Xn}, n = 1, 2, . . .

Рекордными величинами называются величины X(n) = XL(n) =M(L(n)), n = 1,
2, . . . (верхние рекордные величины) и x(n) = xl(n) = m(l(n)), n = 1, 2, . . . (нижние
рекордные величины). Исследование рекордных величин началось с работы Чендле-
ра [4] в 1952 году.

В 1925 году в работе [5] было введено понятие выборочного размаха, а в 1984 году
в работе [6] — понятие рекордных размахов. Выборочным размахом называется раз-
ность верхней и нижней порядковых статистик среди m величин: Wm = Xm,m−X1,m;
увеличенным выборочным размахом [7] — выборочный размах в последовательности,
к которой в качестве первого члена присоединена величина X0 = 0. Рекордными
размахами W (n), n = 0, 1, 2, . . ., называются строгие верхние рекорды в последова-
тельности выборочных размахов.

В работе [6] и монографиях [2, 8] используется нумерация рекордных размахов
с нуля: W (0) =W1 = 0. В этом случае плотность распределения рекордного размаха
W (n) для абсолютно непрерывного распределения с плотностью f(x) и ф. р. F (x)
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имеет вид

fW (n)(w) =
2n

(n− 1)!

∫ +∞

−∞
f(w + u)f(u)[− ln(1 − F (w + u) + F (u))]n−1du.

В данной статье рассматриваются некоторые вопросы, связанные с распределени-
ями рекордных размахов. При этом выборочные размахи предполагаются увеличен-
ными: перед последовательностью ставится величина X0 = 0. Тогда можем записать
W (0) = 0,W (1) = |X1|.

Известны следующие соотношения для экспоненциального распределения.
Пусть независимые с. в. Z1, Z2, . . . имеют ф. р. H1(x) = max{0, 1− e−x}. Обозна-

чим через Z(1) < Z(2) < . . . верхние рекордные величины в этой последовательности.
Тогда при любом n = 1, 2, . . . для величин Z(1), Z(2), . . . справедливо соотношение

{Z(1), Z(2), . . . , Z(n)} d
= {ξ1, ξ1 + ξ2, . . . , ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn−1 + ξn},

где ξ1, ξ2, . . . , ξn — независимые с. в., имеющее стандартное экспоненциальное распре-
деление с ф. р. F (x) = 1− e−x, x > 0.

В статье [9] получены аналогичные результаты для рекордных размахов в после-
довательности случайных величин с функцией распределения Hp(x), где

Hp(x) = (1− p)ex при x < 0 и Hp(x) = 1− pe−x при x ≥ 0.

В частности, при p = 0,5 имеем стандартное распределение Лапласа с плотностью
f(x) = e−|x|/2.

Утверждение 1. Пусть величины X1, X2, . . . , Xn, . . . имеют распределение с
ф. р. Hp(x). Пусть W (0),W (1),W (2), . . .— строгие верхние рекорды в последова-
тельности увеличенных выборочных размахов. Тогда разности рекордных размахов
W (k + 1)−W (k), k = 0, 1, . . ., независимы и имеют стандартное экспоненциальное
E(1)-распределение.

Основные результаты. Рассмотрим теперь задачу, обратную предыдущей. Из-
вестно, что разности размахов независимы. Каковы распределения исходных вели-
чин?

Утверждение 2. Пусть известно, что X1, X2, . . .— независимые одинаково
распределенные с. в., имеющие симметричное распределение, плотность p(x) =
p(−x) и непрерывную ф. р. F (x). Пусть W (0),W (1),W (2), . . .— рекордные размахи
(увеличенные) в последовательности {Xk}. Если W (1) и W (2) −W (1) независимы,
то Xk имеют распределение Лапласа со следующей ф. р.:

F (x) =

{
1− e−λx

2 , x > 0,
eλx

2 , x < 0.
(1)

Величину e−λ будем обозначать через µ.
Доказательство. Величина W (1) = |X1| имеет распределение с плотностью

2p(x), x > 0.
Ввиду симметрии распределения величин Xk можно, не умаляя общности, счи-

тать, что X1 > 0.
Пусть величина X1 имеет значение u > 0. Тогда W (1) = u, и W (2) зависит от

первой величины в последовательности, не входящей в отрезок [0;u]. Обозначим ее
через Y . Тогда W (2) = Y , если Y > u, и W (2) = u− Y , если Y < 0.
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Найдем распределение величин Y и W (2).
Плотность распределения Y составляет

p(x)
1
2 +

∫ +∞
u

p(t)dt
, если x < 0 или x > u. (2)

Знаменатель дроби (2) представляет собой вероятность того, что значение вели-
чины X1 не принадлежит промежутку [0;u].

Отсюда можно найти плотность распределения W (2) при фиксированном u. Она
имеет вид

p(x) + p(x− u)
1
2 +

∫ +∞
u

p(t)dt
, если x > u.

Плотность распределения W (2)−W (1) при фиксированном W (1) = u составляет

p(x) + p(x+ u)
1
2 +

∫ +∞
u

p(t)dt
, если x > 0.

Чтобы убедиться в независимости W (1) и W (2) −W (1), следует проверить ра-
венство

P{W (1) < a,W (2)−W (1) < b} = P{W (1) < a}P{W (2)−W (1) < b}

или доказать справедливость соотношения

P{W (2)−W (1) < b|W (1) = a} = P{W (2)−W (1) < b}, (3)

где a, b > 0.
Находим левую часть (3):

P{W (2)−W (1) < b|W (1) = a} =

∫ b
0
(p(x) + p(x+ a))dx
1
2 +

∫ +∞
a p(t)dt

. (4)

Правая часть (4) не должна зависеть от a. Устремим a к нулю; тогда в пределе

получим 2
∫ b
0
p(x)dx.

Отсюда для любого a > 0 имеем равенство

∫ b
0
(p(x) + p(x+ a))dx
1
2 +

∫ +∞
a

p(t)dt
= 2

∫ b

0

p(x)dx.

Это равенство можно преобразовать следующим образом:

∫ b

0

p(x+ a)dx = 2

∫ +∞

a

p(t)dt

∫ b

0

p(x)dx.

Приходим к соотношению

F (a+ b)− F (a) = 2(1− F (a))

(
F (b)− 1

2

)
,
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что равносильно равенству

1− F (a+ b) = 2(1− F (a))(1 − F (b)),

справедливому для любых a > 0, b > 0. Обозначим G(x) = 2 − 2F (x), тогда мо-
жем записать G(a+ b) = G(a)G(b). Известно, что среди непрерывных функций этим
свойством обладает только показательная функция: G(x) = µx, где µ > 0.

Отсюда можно вывести равенство F (x) = 1 − µx/2 для неотрицательных x, где
0 < µ < 1. По симметрии распределения имеем соотношение F (x) = µ−x/2 для от-
рицательных x. Обозначим λ = − lnµ. Тогда будем иметь µx = e−λx. Получаем, что
F (x) — функция распределения Лапласа, определенная формулой (1), что и требова-
лось доказать.

Рассмотрим теперь случай дискретных распределений.
Утверждение 3. Пусть величины X1, X2, . . . , Xn имеют смесь двух распреде-

лений — геометрического (с весом s ∈ [0; 1]) и геометрического на отрицательной
полуоси (с весом r = 1− s), а именно:

P{Xk = 0} = 0, P{Xk = n} = qpn−1s, P{Xk = −n} = qpn−1r

(n ∈ N, p+ q = 1, r + s = 1).

Пусть W (0),W (1),W (2), . . .— строгие верхние рекорды в последовательности
увеличенных выборочных размахов.

Тогда разности рекордных размахов W (k+1)−W (k), k = 0, 1, . . ., независимы и
имеют геометрическое распределение:

P{W (k + 1)−W (k) = l} = qpl−1, l = 1, 2, . . .

Доказательство. Очевидно, что величина W (1) = |X1| имеет геометрическое
распределение: P{W (1) = n} = qpn−1, n = 1, 2, . . .

Обозначим Mk = max(0, X1, . . . , XL(k)), mk = min(0, X1, . . . , XL(k)), где L(k), k =
1, 2, . . ., — соответствующие рекордные моменты.

Рассмотрим условное распределение разности W (k+1)−W (k) при условии, что
Mk =M и mk = m, −∞ < m < M < +∞.

Пусть Yk — случайная величина, значение которой равно значению первой из слу-
чайных величин в последовательности, не попадающей в отрезок [m,M ]. Очевидно,
что вероятность того, что величина Xm не попадает в этот отрезок, имеет следующий
вид:

1− q(1 + . . .+ pM−1)s− q(1 + . . .+ p−m−1)r =

= 1− s(1− pM )− r(1 − p−m) = spM + rp−m.

Вероятность P{Yk = x} задается равенствами

P{Yk = x} =





qrp−x

rp−m+spM
, если x < m,

0, если m ≤ x ≤M,
qspx

rp−m+spM , если x > M.
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Получаем соотношение

P{W (k + 1)−W (k) = l|Mk =M,mk = m} =

= P{Yk = m− l}+ P{Yk =M + l} =
q(rp−m+l−1 + spM+l−1)

rp−m + spM
= qpl−1.

Видим, что данная вероятность не зависит от M и m. Следовательно, можем
записать P{W (k + 1)−W (k) = l} = qpl−1 (l = 1, 2, . . .), что и требовалось доказать.

Таким образом, рекордные размахиW (n) могут быть представлены в виде суммы
n независимых геометрически распределенных величин:

W (n) = η1 + η2 + . . .+ ηn, n = 1, 2, . . . ,

где P{ηk = l} = (1− p)pl−1, l = 1, 2, . . .
Утверждение 4. Пусть известно, что X1, X2, . . .— независимые одинаково

распределенные с. в., имеющие симметричное дискретное распределение с функци-
ей вероятности p(n) = P{X = n}, n ∈ Z, при этом p(0) = 0 и p(−n) = p(n).
Пусть W (0),W (1),W (2), . . .— рекордные размахи (увеличенные) в последовательно-
сти {Xk}. Если W (1) и W (2)−W (1) независимы, то Xk, k = 1, 2, . . ., имеют смесь
геометрических распределений на положительной и отрицательной полуосях:

p(1) = q, p(n+ 1) = q(1 − 2q)n, где 0 < q <
1

2
. (5)

Доказательство. Величина W (1) = X1 имеет распределение P{W (1) = n} =
2p(n), n > 0.

Ввиду симметрии распределения величин Xk можно, не умаляя общности, счи-
тать, что X1 > 0.

Пусть величина X1 имеет значение u > 0. Тогда W (1) = u, и W (2) зависит от
первой величины в последовательности, не входящей в отрезок [0;u]. Обозначим ее
через Y . Тогда W (2) = Y , если Y > u, и W (2) = u− Y , если Y < 0.

Найдем распределение величин Y и W (2).
Вероятности величины Y составляют (всюду n ∈ N)

P{Y = −n} =
p(n)

1− p(1)− . . .− p(u)
,

P{Y = 0} = . . . = P{Y = u} = 0,

P{Y = u+ n} =
p(u+ n)

1− p(1)− . . .− p(u)
.

Вероятности W (2) задаются равенством

P{W (2) = u+ n|W (1) = u} =
p(u+ n) + p(1)

1− p(1)− . . .− p(u)
,

вероятности W (2)−W (1)— равенством

P{W (2)−W (1) = n|W (1) = u} =
p(u+ n) + p(1)

1− p(1)− . . .− p(u)
.
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Далее, получаем

P{W (2)−W (1) < n|W (1) < m} =

=
p(1) + . . .+ p(n− 1) + p(m+ 1) + . . .+ p(m+ n− 1)

1− p(1)− . . .− p(m)
. (6)

Чтобы убедиться в независимости W (1) и W (2) −W (1), следует проверить ра-
венство

P{W (1) < m,W (2)−W (1) < n} = P{W (1) < m}P{W (2)−W (1) < n}

или доказать справедливость соотношения

P{W (2)−W (1) < n|W (1) = m} = P{W (2)−W (1) < n},

где m,n ∈ N.
Устремив в правой части (6) число m к бесконечности, получим выражение

2(p(1) + . . .+ p(n− 1)). Приравниваем его к правой части (6):

p(1) + . . .+ p(n− 1) + p(m+ 1) + . . .+ p(m+ n− 1) =

= 2(p(1) + . . .+ p(n− 1))(1− p(1)− . . .− p(m)). (7)

Подставим в равенство (7) число (n+ 1) вместо n:

p(1) + . . .+ p(n) + p(m+ 1) + . . .+ p(m+ n) =

= 2(p(1) + . . .+ p(n))(1 − p(1)− . . .− p(m)). (8)

Вычтем (7) из (8). Получим

p(n) + p(m+ n) = 2p(n)(1− p(1)− . . .− p(m)). (9)

Подставив в (9) m = 1, получаем

p(n) + p(n+ 1) = 2p(n)(1− p(1)),

откуда следует
p(n+ 1)

p(n)
= 1− 2p(1) для любых n ∈ N.

Обозначим q = p(1). Тогда можем записать p(n+1) = q(1−2q)n. Получаем, что p(x)—
функция, определенная формулой (5), что и требовалось доказать.

Автор благодарен рецензентам за замечания и советы, позволившие улучшить
текст статьи.
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С в е д е н и я о б а в т о р е
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ON DISTRIBUTIONS OF RECORD RANGES IN NONSTANDARD SITUATIONS

Igor V. Belkov

St. Petersburg State University, Universitetskaya nab., 7–9, St. Petersburg, 199034, Russian Federation;
igor.belkov@gmail.com

The record theory is an important part of the probability theory and mathematical statistics and has
many applications in various fields of knowledge. Most of the known methods deal with the standard
model (when the initial random variables are independent and identically distributed). However, various
nonstandard models also show some practical interest. In this article, a number of results for distributions
and properties of record ranges and sample ranges are obtained for initial sequences of random variables
in some nonstandard situations, namely when the variables of the initial sequence have the Laplace
distribution or the mixture of two geometric distributions on the positive and negative semi-axes. The
converse problem is also investigated, namely: the aforementioned distributions can be characterized by
independency of W (1) and W (2) − W (1), where W (1),W (2), . . . are sample ranges in the sequences of
initial random variables, if the constant X0 = 0 is added before the initial sequence. Refs 9.

Keywords: record values, sample ranges, record ranges, exponential distribution, Laplace distribution,
geometric distribution.
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