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к явным формулам для символа Гильберта для случая неклассических формальных модулей
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1. Введение и историческая справка рассматриваемых задач. Более
30 лет — ранее в Ленинграде, а теперь в Санкт-Петербурге— существует школа, за-
нимающаяся вопросами геометрии и арифметики локальных числовых полей под ру-
ководством Сергея Владимировича Востокова. За это время школой было получено
много красивых результатов в данной области. В обзоре [1] представлены результа-
ты школы (или семинара «Конструктивная теория полей классов») вплоть до 1991
года. С тех пор состав школы сильно расширился1 , а вместе с ним и тематика, круг
задач и методы их решения. Настоящая работа призвана осветить данный круг во-
просов, кратко описав основные направления исследований и их основные результаты
за последние 20 лет.

Наиболее известной математической парадигмой, представляющей тематику
школы, являются законы взаимности. Вероятно, первым из них, строго сформулиро-
ванным математиками, является квадратичный закон взаимности. Первопроходцами
были Пьер Ферма и Леонард Эйлер, сформулировавший этот закон. Несколько дока-
зательств было получено К. Ф. Гауссом. Биквадратичный и кубический законы взаим-
ности были сформулированы и доказаны П. Г. Л. Дирихле и Ф. Г. М. Эйзенштейном.
Также Э. Э. Куммер рассмотрел закон взаимности для кругового расширения Q(ζp)
(ζp — примитивный корень из единицы степени p). Но общей идеи, обобщающей все
данные частные случаи и связывающей их в общее утверждение, не было.

Далее, по-видимому, Леопольд Кронекер был одним из первых, кто высказал
одну из наиболее общих и в то же время плодотворных идей. А именно, им была
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отмечена аналогия между арифметикой алгебраических чисел (то есть арифметикой
расширений Q и Qp) и арифметикой аналитических функций на римановых поверх-
ностях (подробнее см. подраздел 3.5). Очевидно, что эта глубокая идея до сих пор
не исчерпала себя в полном объеме в современной математике.

Следующими важными работами стали статья И. Р. Шафаревича [2] и работа
С. В. Востокова [3]. В последней была получена явная формула для символа Гиль-
берта. Отметим также, что данная формула независимо год спустя была получена
Х. Брюкнером [4]. Дальнейшее более глубокое понимание явных формул связано с
p-адическим анализом и арифметикой формальных групп.

Особо отметим, что несмотря на то, что для случая спаривания Гильберта явные
формулы получены уже относительно давно, аналогичных результатов для алгебра-
ических кривых нет до сих пор.

Авторам сложно указать единый подробный источник по законам взаимности,
так как существует необозримое множество прекрасных книг, посвященных данной
тематике. Однако достаточно полным источником именно по изучению явных формул
может служить книга [5]. Эта книга содержит обширную библиографию по данному
направлению. Также отметим обзоры об общих законах взаимности [6, 7].

Настоящая работа разделена на три части, в которых описываются следующие
результаты:

1) результаты, связанные с получением новых явных формул,

2) результаты, полученные применением явных формул к арифметическим зада-
чам,

3) результаты, связанные с арифметикой числовых локальных полей.

Мы кратко представим метод доказательства явных формул с ссылками на посвящен-
ные им разделы, в которых изложены элементарная интерпретация данного шага в
доказательстве, современные результаты и перспективы.

1. Находятся элементы, алгебраичные над исходным полем, присоединение кото-
рых дает неразветвленные расширения. Наиболее общие известные результа-
ты по данному направлению изложены в подразделе 3.1 (об интерпретации см.
сноску в послеследующем пункте).

2. В модуле некоторой формальной группы, или же мультипликативной группе ос-
новного поля в классическом случае, строится система образующих, называемая
базисом Шафаревича. Данное построение проводится по аналогии с методом,
разработанным И. Р. Шафаревичем для построения базиса в упоминавшейся вы-
ше работе [2]. Данным базисам и их аналогам посвящен подраздел 3.2.

3. Строится аналог спаривания Гильберта на кольце формальных степенных ря-
дов. А точнее, это спаривание задается явной формулой, являющейся вычетом
специального ряда. Проверяются основные свойства данного спаривания (ли-
нейность, символьное свойство). Далее, это спаривание переносится на основ-
ное поле с помощью гомоморфизма эвалюации, а именно независимая перемен-
ная приравнивается к некой униформизующей основного поля2 . Остается лишь

2Иначе говоря, на основном поле выбирается система координат: в одномерном случае — это
выбор униформизующей, относительно которой любой элемент раскладывается в ряд с коэффици-
ентами из множества представителей Тайхмюллера. В этой связи примарные элементы отвечают
расширениям исходного поля, при которых не требуется замена координат.
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проверить корректность такого «координатного» определения, то есть незави-
симость построенного спаривания от выбора униформизующей.

В подразделе 3.3 мы представим лишь результаты, касающиеся формальных
модулей формальных групповых законов Хонды (п. 3.3.1) и многочленных фор-
мальных групповых законов (п. 3.3.2), а также интерпретацию данных формул
через p-адические интегралы (подраздел 3.5).

4. Полученное на предыдущем шаге спаривание вычисляется на базисе Шафаре-
вича и тем самым устанавливается его совпадение с символом Гильберта, что
приводит к явной формуле последнего.

Данный шаг для каждого отдельного случая (то есть для каждого формаль-
ного группового закона) проверяется оригинально, и здесь на данный момент
нет общего подхода. Описание методов, примененных в частных случаях, могут
быть найдены в соответствующих работах, посвященных явным формулам для
символа Гильберта.

В качестве демонстрации одного из применений явных формул для символа
Гильберта мы опишем кратко результаты о модулях Галуа для случая локальных
полей (подраздел 4.1). Однако это применение не единственно. Например, явные
формулы были успешно применены для описания представлений Галуа в полных
многомерных локальных полях [8] и для описания группы Галуа p-расширений [9].

Из арифметической теории числовых локальных полей мы кратко осветим ре-
зультаты, связанные с классификацией формальных групповых законов над число-
выми локальными кольцами (раздел 5), конструкциями расширений полных дискрет-
но нормированных полей (раздел 6), структурной теорией высших локальных полей
(раздел 7) и теорией ветвления в одномерных и многомерных локальных полях (раз-
дел 8).

Нельзя не заметить, что в данную работу не вошли другие результаты участников
школы, во многом из-за того, что каждый из этих результатов заслуживает отдельной
обзорной статьи. Отметим некоторые из них и литературу для ознакомления с ними:

• различные результаты С. В. Востокова и соавторов, связанные с вычислением
обобщенного символа Гильберта в многомерных и полных локальных полях в
случаях незатронутых здесь [10–20];

• результаты М. В. Бондарко, связанные с решением проблемы Леопольда (по
данной тематике мы настоятельно рекомендуем к прочтению его докторскую
диссертацию [21], там же может быть найдена библиография по данному во-
просу);

• большое количество результатов И. Б. Фесенко, связанных с теорией полей клас-
сов многомерных локальных полей [22–25], p-теорией полей классов для мно-
гомерных локальных полей [26], неабелевой теорией полей классов для локаль-
ных полей [27, 28], гармоническим анализом для многомерных локальных полей
[29, 30];

• результаты по построению криптографических систем на основе явных формул
[31, 32]

и многие другие.
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2. Основные обозначения. В теории числовых локальных полей наиболее эле-
ментарным и естественным является случай одномерного локального поля, то есть
конечного расширения Qp. Однако с развитием данной области более привычным
для рассмотрения стал случай произвольного многомерного числового локального по-
ля. Далее мы дадим лишь необходимые определения, но для подробного знакомства
с многомерными полями авторы рекомендуют к прочтению упоминавшуюся ранее
книгу [5], сборник [33] и неопубликованные записки [34].

Пусть p— нечетное простое число. Обозначим за Qp поле p-адических чисел, есте-
ственное нормирование в котором мы будем обозначать νp. Зафиксируем в Qp уни-
формизующий элемент πQ (то есть элемент, для которого νp(πQ) = 0) и одну из экви-
валентных норм, соответствующих этому нормированию, |x|p = |x| = p−νp(x). Далее
мы всегда будем работать в p-адической топологии, порожденной этой нормой. За-
метим, что структура нормирования естественным образом продолжается на любое
расширение Qp. Соответствующие нормирование νK и униформизующий элемент πK
мы обычно будем обозначать νπ и π.

Будем называть n-мерным локальным полем K такое расширение Qp, что ряд из
факторов

K = Kn > Kn−1 = {x ∈ Kn−1| νKn−1(x) 6 1}/{x ∈ Kn−1| νKn−1 = 1} > . . .

· · · > {x ∈ K1| νK1(x) 6 1}/{x ∈ K1| νK1(x) = 1} = K0 = F

сходится к некоторому совершенному полю F = F p.
Элементы этого ряда есть не что иное как поля вычетов Ki+1 — факторы колец

целых OKi по главным идеалам mKi , соответствующим нормированиям νKi .
Читатель может без потери понимания рассматривать только одномерный слу-

чай, для которого далее мы вводим подробные обозначения. Для многомерного же
случая они во многом совпадают и могут быть легко восстановлены из аналогии
с одномерными полями.

В случае n = 1, то есть для одномерных локальных полей, которые обычно
будем называть просто локальными, группу представителей Тейхмюллера в поле K
обозначим через RK , а под U1(K) = U1 будем понимать группу главных единиц поля
K, то есть множество элементов α таких, что

α ≡ 1(mod π).

Алгебраическое и сепарабельное замыкания поля K мы обозначаем через Kalg

и Ksep соответственно, максимальное абелево и максимальное неразветвленное поля
для поля K — через Kab и Knr.

Максимальное неразветвленное поле внутри расширения K/Qp мы будем обозна-
чать через TK . Для любого (не обязательно конечного) неразветвленного расширения
K ′/K через ϕK′/K мы обозначаем автоморфизм Фробениуса.

Также условимся в обозначениях касательно формальных групповых законов,
которые в зависимости от контекста могут быть как одномерными, так и многомер-
ными. Через F (X,Y ) мы будем обозначать сам групповой закон, который всегда
коммутативен в данной работе3 , через EndFGL(F ) ⊃ Z — его кольцо эндоморфизмов
в категории формальных групповых законов FGL, через [a]F — эндоморфизм, соот-
ветствующий элементу a из кольца определения4 F (X,Y ). Для любого расширения

3Подробнее см. начало раздела 5.
4Которое, если не оговорено противное, совпадает с OK .
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L/K мы называем формальным модулем F (mL) для поля L и формального груп-
пового закона F = F (X,Y ) EndFGL(F )-модуль, который как множество совпадает с
mL, а аддитивная операция на нем задается формальным законом F : a+F b = F (a, b).

Отдельно отметим, что аналогом группы K∗ в многомерном случае служат
К-группы Милнора исходного поля Kn(K). Все необходимые определения, свойства и
утверждения касательно К-групп Милнора и их связи с законами взаимности могут
быть найдены в [5].

В качестве основного технического источника по формальным групповым зако-
нам предлагается книга [35], а также [36]. Однако более современными источниками
являются записки [37] и [38].

Более подробные и конкретные обозначения далее будут вводиться по необходи-
мости.

3. Построение новых явных формул. 3.1. Примарные элементы. В ра-
боте [39] были определены так называемые pn-примарные элементы, использующи-
еся в задании символа Гильберта. Напомним, что элемент ω поля K называется
pn-примарным, если расширение K(n

√
ω) неразветвлено. В работе [3] были построе-

ны элементы H(a), где a есть элемент кольца целых OK , конструкция которых по
существу не отличалась от данной в работе [39]. Однако кроме них были получе-
ны и примарные элементы другого типа P (a), связанные с первыми соотношением
P (a) ≡ H(a) mod (K∗)p

n

(подробнее см. [3, § 4, п. 3]). Преимущество элементов вто-
рого типа состояло в том, что для их определения были необходимы только элементы
исходного поля.

В дальнейшем обобщение полученной в мультипликативном случае конструкции
примарных элементов оказалось крайне удобным при изучении группы точек фор-
мальных модулей, натянутых на максимальные идеалы локального поля (см. работы
[40, 41]).

Наконец, в 2013 году И. Л. Климовицкий и С. В. Востоков в работе [42] смогли
получить общий вид примарных элементов в произвольном формальном модуле ло-
кального поля с совершенным полем вычетов. Сформулируем ниже этот результат.

Пусть K
′

/K — конечное расширение Галуа, L— некоторое полное дискретно нор-
мированное поле с совершенным полем вычетов, содержащее K и K

′

как локальные
подполя. Обозначим за T подполе инерции расширения L/K, а за T nr — максималь-
ное неразветвленное расширение T . Напомним, что ϕTnr/K обозначает автоморфизм
Фробениуса в расширении T nr/K.

Пусть далее F (X,Y )— формальная OK-модульная группа (подробнее см. [35,
гл. 4, § 27]), с логарифмом λF и экспонентой Артина—Хассе EF . Тогда для произволь-
ного α ∈ OT можно определить элемент Hζ(α) = EF ((π

nA)ε), где ζ ∈ Ker[πn]F , ε =
lF (ζ) ∈ F (mL), а A— любое решение уравнения A − AϕTnr/K = α в кольце OTnr .
Построенный выше элемент будет πn-примарным в смысле следующей теоремы.

Теорема 1. 1. Элемент Hζ(α) является πn-примарным в формальном OK-мо-
дуле F (mL), то есть

(a) Hζ(α) ∈ L, и

(b) расширение L( 1
πnHζ(α))/L является конечным абелевым неразветвленным

расширением.

2. Примарный элемент Hζ(α) не зависит от выбора элемента A из уравнения
A−AϕTnr/K = α.
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Легко видеть, что для определения построенных выше элементов недоста-
точно элементов исходного поля. Поэтому также в работе [42] дана конструкция
πn-примарных элементов P (a), для определения которых можно ограничиться толь-
ко элементами исходного поля.

3.2. Базисы Шафаревича. И. Р. Шафаревич в работе [2] построил специаль-
ный базис мультипликативной группы поля, аналог базиса Гензеля. Его идея состояла
в том, что на этом базисе символ Гильберта вычисляется очень просто (далее предпо-
лагалось связать теорию куммеровых расширений полей с теорией симплектических
пространств).

Эта идея была осуществлена С. В. Востоковым в работе [3]. С тех пор аналоги
базиса Шафаревича были построены и использованы для вычисления символа Гиль-
берта в различных ситуациях (для многомерного локального поля в [43] и обобщение
в [44], для формальных модулей Любина—Тейта в [45, 46] и [47]).

К наиболее интересным относится, случай топологических K-групп Милнора,
изучаемый в работе [43]. ПустьK — n-мерное локальное поле нулевой характеристики
с полем вычетов характеристики p, содержащее корни степени pM из единицы, где M
есть мультииндекс, t1, . . . , tn — локальные параметры, {θs}— система представителей
Тейхмюллера. Пусть также (a1, . . . , an) такие, что 0 < (a1, . . . , an) < peK/(p − 1)
(eK — индекс ветвления поля K), p не делит (a1, . . . , an), и если (j1, . . . , jn−m+1) =
(1, 2, . . . , n) \ (i1, . . . , im−1), то j1 — наименьший индекс, для которого aj1 не делится
на p, и ε(θs; a1, . . . , an) = E(θst

a1
1 . . . tann ) (E — функция Артина—Хассе).

Утверждение. Элементы

{ti1 , . . . , tim} , 1 ≤ i1 < . . . < im ≤ n,

{
ti1 , . . . , tim−1 , ω

}
, 1 ≤ i1 < . . . < im−1 ≤ n,

{
ti1 , . . . , tim−1 , ε(θs; a1, . . . , an)

}
, 1 ≤ i1 < . . . < im−1 ≤ n,

образуют базис Km(K) mod pM .

В работе [48] построен базис Гензеля—Шафаревича для произвольного дискретно
нормированного поля K характеристики 0 с полем вычетов K характеристики p.

Приведем результаты для совершенного поля вычетов K.

Теорема 2. Система единиц

{
εi,s|i ∈ I, 1 ≤ s <

pe

p− 1
, p ∤ s

}
,

где εi,s ≡ 1 + θπs mod πs+1 является Zp-базисом группы главных единиц поля K,
т. е. любая единица ε ∈ U1 однозначно представляется в виде

ε =
∏

i,s

ε
ai,s
i,s , ai,s ∈ Zp,

где множество индексов
Is,c = {i ∈ I|vp(ai,s) 6 c}

конечно для любых c > 0 при фиксированном s.
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Сформулируем также результат для несовершенного поля вычетов K. Далее,
{tr, r ∈ R} есть система представителей p-базиса поля K, т. е. K = K

p
[tr] и

|Kp
[t1, . . . tn] : K

p| = pn для любых попарно различных t1, . . . , tn.

Теорема 3. Система единиц

{
1 + αp

µ

t
(k)
(r)π

pµs
}
,

где α ∈ RK, s ∈ Se =
{
1 ≤ s < pe

p−1 , p ∤ s
}
, 0 6 µ 6 µs, 1 6 (k) 6 pµ, p ∤ (k), (r) ⊂ R,

является Zp-базисом группы главных единиц поля K, т.е. любая единица ε ∈ U1

однозначно представляется в виде

ε =
∏

s,µ,(k),(r)

(
1 + αp

µ

t
(k)
(r)π

pµs
)aε,α

, aε,α ∈ Zp,

при этом (r) пробегает конечное множество наборов индексов из R, а множество

Is,µ = {α ∈ A, (k), (r)|vp(ai,s) 6 c}

конечно для любых c > 0 при фиксированных s ∈ Se, 0 6 µ 6 µs.

3.3. Явные формулы символа Гильберта в неклассическом случае.
3.3.1. Теория Хонды. Пусть теперь K ′ — это конечное неразветвленное расширение
K. Обозначим через N оператор, действующий на K ′[[x]]0 следующим образом: если

ϕ =
∑
cix

i, то ϕN =
∑
c
ϕK′/K

i xqi.
Известно, что формальные группы Любина—Тейта являются частным случаем

формальных групп Хонды [49] для типа π−εN. Поэтому естественным образом встает
вопрос об отыскании аналога основных результатов классической теории формаль-
ных групп Любина—Тейта [50] на случай формальных групп Хонды, что и было
проделано в статье [51], где он найден в следующем виде.

Теорема 4. Пусть F — одномерная формальная группа Хонды высоты h над
OK′ . Тогда справедливы следующие утверждения.

I. Для любой формальной группы Хонды F высоты h «канонического» типа
π− a1N− · · · − ahN

h, где a1, . . . , ah ∈ πOK′ и ah обратим (к такому виду тип всегда
можно однозначно привести), существуют формальная группа Хонды AF и гомо-

морфизм fF из F в AF такой, что fF ≡ (π/ah)x mod deg 2, и fF ≡ xq
h

mod π.
II. Для любого «канонического» типа π−a1N−· · ·−ahNh и любого ряда с целыми

коэффициентами f такого, что f ≡ (π/ah)x mod deg 2, f ≡ xq
h

mod π, существу-
ет единственная формальная группа Хонды F этого типа такая, что f = fF —
выделенный гомоморфизм из F в AF .

Теорема 4 позволяет обобщать результаты, полученные для формальных групп
Любина—Тейта, на формальные группы Хонды. В частности, это было сделано для
явной формулы обобщенного символа Гильберта, один из видов которой был получен
в работах [40, 52].

Пусть K̂alg — пополнение алгебраического замыкания поля K, F (m
K̂alg

)— соот-

ветствующая группа точек. Положим Wn
F = {α ∈ F (m

K̂alg
) : [πn]F (α) = 0}.
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Пусть L— конечное расширение K ′, содержащее Wn
F , ρL : L∗ → Gal(Lab/L)—

отображение Артина. Определим обобщенный символ Гильберта:

( , )F : L∗ × F (mL) →Wn
F ,

(α, β)F = ρK(α)(β̃)−F β̃,
где β̃ ∈ Kalg : [πn]F (β̃) = β.

Построим вспомогательный символ { , }F : L∗ ×AnF (mL) →Wn
F ,

{α, β}F = ρK(α)(β̄)−F β̄,

где β̄ ∈ Kalg : f (n)(β̄) = β и f (n) определяется как композиция выделенных изогений

F
f−→ AF f1−→ · · · fn−1−−−→ AnF.

Используя аналогию между вспомогательным символом и символом Гильберта
для формальных групп Любина—Тейта, а также связь между ним и обобщенным
символом Гильберта для формальных групп Хонды, удается описать арифметику
группы точек для последнего: построить примарные элементы, базис Шафаревича
группы точек, вычислить значения обобщенного символа Гильберта на этом базисе
[53], и наконец, найти явную формулу для этого символа [54].

Если λF = λ— логарифм формальной группы F , обратная обобщенная функция
Артина—Хассе определяется как

lF (ψ) =
(
1− a1

π
N− · · · − ah

π
Nh
)
(λ ◦ ψ).

Теорема 5 ([54, th 5.1]). Обобщенный символ Гильберта ( , )F задается явной
формулой

(α, β)F =

h∑

j=1

(F )[tr res Rj ]F (ηj),

где Rj, 1 ≤ j ≤ h, взяты из некоторой алгебры рядов Лорана и определяются из
уравнения




πnλ ◦ η
1

πnλ ◦ η
2

. . . πnλ ◦ η
h

πnN(λ ◦ η
1
) πnN(λ ◦ η

2
) . . . πnN(λ ◦ η

h
)

...
...

...
...

πnNh−1(λ ◦ η
1
) πnNh−1(λ ◦ η

2
) . . . πnNh−1(λ ◦ η

h
)







R1

R2

...
Rh


 =




Φ
0
...
0


 ,

Φ = lF (β)α
−1 dα

dx
− 1

π

h∑

i=1

ai

(
1− Ni

qi

)
log ε · d

dx
Ni(λ ◦ β).

Здесь α, β, ε, η
1
, . . . , η

h
определяются как степенные ряды, полученные разложени-

ем соответствующих элементов в степенные ряды по униформизующей L, а ε—
главная единица, получающаяся при разложении α в произведение, η1, . . . , ηh — обра-
зующие модуля Wn

F .
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Немного отойдя от тематики явных формул до конца этого пункта, отметим
продвижения в направлении геометрии формальных групп, связанные с применением
идей, пришедших из теории Хонды.

Известно, что p-делимые группы над OK′ имеют схожее описание при малом ветв-
лении K ′ над K, т. е. когда индекс ветвления e < p [55]. Естественно ожидать, что
можно описать класс формальных групп, обобщающий формальные группы Хонды,
который бы содержал в себе все формальные группы над кольцом целых локального
поля с малым индексом ветвления. Это сделано в работе [56] с помощью обобщения
понятия типа. Для формальных групп из этого класса строятся выделенные изо-
гении, аналоги выделенных изогений формальных групп Любина—Тейта и Хонды.
Кроме того, как и в случае формальных групп Хонды, получено явное описание их
морфизмов в терминах их обобщенных типов.

Теория Хонды дает явное описание формальных групп над полем OK′/πOK′

и над кольцом OK′ с точностью до строгого изоморфизма посредством типов, т. е.
некоторых квадратных матриц над некоммутативным кольцом OK′ [[N]], где Na =
aϕK′/KN. Такой тип мы будем называть «левым типом», поскольку его действие на
элемент K ′[[X ]] соответствует умножению слева в случае, если элемент K ′[[X ]] явля-
ется p-типическим. Двойственное понятие «правого типа», соответствующего умно-
жению справа, вводится в работе [57]. Здесь уже «правые типы» определяют фор-
мальные группы с точностью до редукции. В статье строится правый аналог модуля
Дьедонне и доказываются эквивалентности, соответствующие классическим антиэк-
вивалентностям между категориями формальных групп над совершенным полем и
модулей Дьедонне, а также между категориями формальных групп над кольцом век-
торов Витта над ним и троек Фонтена [55, 58].

Существует два различных подхода к изучению деформаций формальных групп
над конечным полем с точностью до ⋆-изоморфизма, под которым мы понимаем изо-
морфизм с тождественной редукцией. Первый из них восходит к работе Любина и
Тейта [59], где была построена универсальная деформация формальной группы над
конечным полем, т. е. формальная группа, которая представляет функтор деформа-
ций над полными локальными алгебрами, тем самым обеспечивая пространство мо-
дулей для них. Другой подход основан на теории модулей Дьедонне и троек Фонтена
[55]. Задачей статьи [60] является сравнение этих подходов и установление между ни-
ми связи. С помощью универсальной p-типической формальной группы, построенной
Хазевинкелем [35], удается найти явную формулу для p-адического отображения пе-
риодов. Это позволяет описать действие группы автоморфизмов формальной группы
на пространстве модулей, что обобщает аналогичный результат Гросса и Хопкинса
[61], полученный для редукции формальной группы Артина—Хассе.

В своей работе [62] Хонда связал квадратичный закон взаимности с изоморфиз-
мом между некоторыми формальными группами, что дало еще одно доказательство
квадратичного закона взаимности. В работе [63] результат Хонды обобщен следую-
щим образом. Для характера χ порядка m определены две одномерные формальные
группы над Z[ξ], где ξ — первообразный корень из единицы m-й степени, и доказано
существование целочисленного гомоморфизма между ними с линейным коэффици-
ентом, равным сумме Гаусса для χ. Это позволяет вывести закон взаимности для
символа вычета степени m, что в свою очередь дает доказательство кубического за-
кона взаимности.

Явное описание формальной группы, представляющей модель Нерона алгебра-
ического тора было впервые получено Денингером и Нартом [64]. Они показали,

410 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2017. Т. 4 (62). Вып. 3



что для тора над Q, расщепимого над абелевым слабо разветвленным расширением
K, после обращения простых пополнение его модели Нерона оказывается изоморф-
ным некоторой формальной группе, описанной в терминах представления Галуа, со-
ответствующего тору. В статье [65] аналогичный результат получен без обращения
простых. В этом случае пополнение модели Нерона оказывается изоморфно прямой
сумме p-делимой группы размерности, совпадающей с размерностью максимально-
го подтора, расщепимого над максимальным неразветвленным подрасширением K, и
нескольких копий аддитивных формальных групповых схем. В частности, если K/Qp
неразветвлено, результат будет таким же, как и в [64]. Если K/Qp вполне разветв-
лено, формальное пополнение изоморфно прямой сумме нескольких копий мульти-
пликативной и аддитивной формальных групповых схем. Кроме того, показано, что
формальное пополнение модели Нерона однозначно определяется ее редукцией. На-
конец, главным результатом работы является явное описание формального пополне-
ния модели Нерона в глобальном случае. Коэффициенты соответствующей формаль-
ной группы выражены в терминах образов автоморфизмов Фробениуса относительно
представления Галуа в группе характеров тора. В качестве следствия показано, что
существует естественное взаимно однозначное соответствие между группой морфиз-
мов двух торов над Q, расщепимых над абелевым слабо разветвленным расширением,
и группой гомоморфизмов пополнений их моделей Нерона.

Хорошо известен факт, что для p-делимой группы высоты h и размерности d над
совершенным полем k функтор деформации представим SpfOO[[t1, . . . , td(h−d)]], где
O — кольцо векторов Витта k. Используя философию Хазевинкеля [35] явных кон-
струкций универсальных формальных групп, в статье [65] построено семейство уни-
версальных деформаций G. А именно, доказано, что найдется конечное множество
индексов Ψ такое, что для любой локальнойO-алгебры R с максимальным идеалом M

и для любой деформации F над R формальной группы Φ, соответствующей G, суще-
ствует единственный набор (τψ)ψ∈Ψ, τψ ∈ M, такой, что FV (Θ+τ) строго ⋆-изоморфна
F , где τ — последовательность, чьи элементы все нулевые, кроме соответствующих
Ψ, которые равны τψ. Здесь FV — универсальная d-мерная p-типическая формальная
группа Хазевинкеля над полиномиальным кольцом Z[V ] и V — бесконечный набор
независимых переменных.

Как известно, формальные группы над кольцом векторов Витта конечного поля
характеристики p можно описать с помощью троек Фонтена, состоящих из модуля
логарифмов, модуля Дьедонне и морфизма между ними [58]. Работа [66] использует
это описание для изучения категорных свойств формальных групп, в частности, опи-
сания явной конструкции ядер в этой категории. Этот результат затем применяется
к формальному норменному гомоморфизму в случаях неразветвленного расшире-
ния Qp и вполне разветвленного расширения степени, не превосходящей p. Подобное
рассмотрение, примененное к глобальному расширению, позволяет установить суще-
ствование строгого изоморфизма между формальным норменным тором и некоторой
явно описываемой формальной группой, возникающей из L-рядов.

3.3.2. Явные формулы для полиномиального формального группового закона. В дан-
ном разделе предполагается, что поле K, являющееся одномерным или разнохаракте-
ристическим многомерным локальным полем в зависимости от контекста, содержит
корень pm-й степени из единицы ζ. Полиномиальным формальным групповым зако-
ном называется групповой закон вида Fc = Fc(X,Y ) = X + Y + cXY для некоторой
единицы поля c. Ввиду однопараметричности полиномиальных групповых законов,
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через [a]c обозначается a-изогения формальной группы Fc. Отметим, что автомор-
физм Фробениуса в TK/Qp продолжается на кольцо рядов над OT стандартным об-
разом. А также стандартным образом в этой ситуации можно построить мультипли-
кативные функции Артина—Хассе E и ℓ и проверить их основные свойства.

Классический символ Гильберта5 относительно формальной группы Fc неслож-
но задать с помощью стандартной локальной теории полей классов. Отображение
Артина устанавливает изоморфизм между мультипликативной группой локального
поля и группой Галуа максимального абелевого расширения

ρK : K∗ → Gal(Kab/K) .

Для элемента β ∈ K введем обозначение [pm]−1
c (β), символизирующее любое из реше-

ний уравнения [pm]c(t) = β. Тогда символ Гильберта (·, ·)c относительно формальной
группы Fc задается следующим образом:

(α, β)c = [pm]−1
c (β)ρK(α) −Fc [p

m]−1
c (β) ,

где α ∈ K∗, β ∈ Fc(mK). Легко видеть, что правая часть не зависит от конкретного
выбора [pm]−1

c (β) и лежит в 〈ξ〉c, где ξ — корень изогении [pm]c. Из основных свойств
отображения взаимности Артина немедленно следуют ключевые свойства символа
(·, ·)c — билинейность, символьное свойство и норменное свойство.

В многомерном случае аналогичное построение можно осуществить с помощью
отображения Паршина—Като:

ρK : Kn(K) → Gal(Kab/K) ,

где Kn — K-группа Милнора.
Примарные элементы в данной ситуации строятся аналогично работам [3, 67].

3.3.3. Случай одномерного поля. Рассмотрим ниже построение явной формулы
символа Гильберта для случая многочленной6 формальной группы Fc и одномерного
локального поля K.

Общий план построения полностью совпадает с наброском, данным во введении
статьи.

Стандартным образом возможно задать функции Артина—Хассе относительно
формальной группы Fc: Ec и ℓc, а также проверить свойства линейности и взаимно-
обратности этих функций.

Затем явной формулой задается спаривание 〈·, ·〉c : Hm ×Hc → OT /p
m между

формальной группой Hm = 〈t〉 × RK × (1 + tOTK [[t]]) и формальным Zp-модулем
(относительно действия группы Fc) Hc = tOTK [[t]].

Определим формальное спаривание 〈·, ·〉c следующим образом:

〈·, ·〉c : Hm×Hc → OTK/p
m,

α, β 7→ resΦ(α, β) /sc mod pm,

где Φ(α, β) = ℓc(β)α
−1∂α− ℓ(α)c−1∂

△

p
cλc(β), λc — логарифм формальной группы Fc.

5Ранее упоминавшийся обобщенный символ Гильберта является аналогом в случае неполиноми-
ального закона F .

6Одномерный полиномиальный закон называется многочленным.
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Следующим шагом является проверка важнейших свойств спаривания 〈·, ·〉c: во-
первых, аналогов билинейности и символьного свойства классического символа Гиль-
берта (·, ·)c, во-вторых, более технические свойства независимости от выбора ряда для
второго аргумента (по модулю одинаковых значений) и независимости от замены пе-
ременных.

Утверждение (Билинейность). Спаривание 〈·, ·〉c Zp-линейно по обоим аргу-
ментам:

〈α1α2, β〉c = 〈α1, β〉c + 〈α2, β〉c , 〈αa, β〉c = a 〈α, β〉c ,
〈α, β1 +Fc β2〉c = 〈α, β1〉c + 〈α, β2〉c , 〈α, [a]Fc(β)〉c = a 〈α, β〉c ,

где α, α1, α2 ∈ Hm, β, β1, β2 ∈ Hc, a ∈ Zp.

Утверждение (Символьное свойство). Спаривание 〈·, ·〉c удовлетворяет сим-
вольному свойству

〈
α, cp

m−1α
〉
c
= 0, где α ∈ tO[[t]] \ {0} .

Важным шагом является построение примарных элементов и системы образую-
щих Гензеля относительно формальной группы Fc.

Утверждение. Пусть a ∈ O∗
T , тогда элемент ωc(a) = Ec(asc(t))|t=π являет-

ся pm-примарным относительно группы Fc. Более того, выполнено соотношение
(π, ωc(a))c = [tr a]c(ξ).

Утверждение. Элементы

εi,θ = θcp
m−1πi, где θ ∈ R, p 6 | i, ωc(a), где a ∈ O, tr a 6≡ 0 mod p

являются образующими элементами формального Zp-модуля Fc(mK)/[pm]Fc(mK).
Более того, для символа Гильберта (·, ·)c выполнены следующие соотношения:

(π, εi,θ)c = 0, (π, ωc(a)) = [tr a]c(ξ).

С помощью леммы о независимости от разложения по второму аргументу и лем-
мы о замене переменных можно спроектировать спаривание 〈·, ·〉c до спаривания меж-
ду группой K∗ и формальным Zp-модулем Fc(mK) со значениями в модуле корней
изогении [pm]Fc(X).

Введем спаривание

{·, ·}c : K∗ × Fc(mK) → 〈ξ〉 ,
{α, β}c = [tr

〈
α, β

〉
c
]c(ξ),

где ряды α ∈ Hm, β ∈ Hc таковы, что α(π) = α, β(π) = β.
Основным результатом работы [68] является доказательство совпадения постро-

енного спаривания {·, ·}c с классическим символом Гильберта (·, ·)c и получение, тем
самым, для символа (·, ·)c явной формулы.

Теорема 6. Для любых элементов α ∈ K∗, β ∈ Fc(mK) значения спариваний
{·, ·}c и (·, ·)c совпадают:

{α, β}c = (α, β)c .

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2017. Т. 4 (62). Вып. 3 413



Замечание. Аналогичный результат можно установить в случае разнохарак-
теристического n-мерного локального поля посредством рассмотрения отображения
Паршина—Като вместо классического отображения Артина и других многомерных
аналогов одномерных объектов. Это было проделано в работах [69, 70] и [71].

3.4. Норменные ряды. При обобщении символа Гильберта на формальные
группы, точным аналогом хорошо известного в K-теории соотношения Стейнберга
{α, 1− α} = 1, должно быть равенство

(α,−α) = 0,

в котором первый аргумент — из мультипликативной группы, а второй принадлежит
формальному модулю. В работе [72] И. Б. Фесенко и С. В. Востоковым было показа-
но, что последнее равенство верно не для всех формальных групп. Это послужило
поводом для изучения таких рядов ϕ(x), для которых

(α, ϕ(α))F = 0

выполняется при всех α из формального модуля. Последнее равенство означает, что α
является нормой в расширении, полученном присоединением корня соответствующей
изогении из ϕ(α). Ряды, удовлетворяющие последнему условию для всех конечных
расширений поля K, называются абсолютно норменными. В работе [73] В. А. Колы-
вагин изучал норменные ряды для мультипликативного аргумента, т. е. рассматривал
соотношения вида (r(α), α)F = 0.

В [74] с помощью явных формул спаривания Гильберта норменные ряды были
исследованы для формальных групп Любина—Тейта. Далее, в [75] необходимые и до-
статочные условия норменности ряда были получены для формальных групп Хонды.
В случае многомерного локального поля в работе [76] были изучены норменные ря-
ды для спаривания с мультипликативной группой. Затем, в работе [77] результаты
работы [76] были обобщены на случай формальных групп Хонды. Ниже мы приве-
дем полученные условия норменности ряда для спаривания с формальным модулем
Хонды, сохраняя обозначения пункта 3.3.1.

Теорема 7 ([75]). Пусть F ∈ O′
K′ [[X,Y ]]— формальная группа Хонды высоты

h. Ряд ϕ(X) = X + . . . из кольца OK′ [[X ]] является абсолютно норменным для F
тогда и только тогда, когда ряд

(
1− N

π

)
(λF ◦ ϕ) =

∑

m≥1

dmX
m

удовлетворяет условию
v(dm) ≥ vqh(m)

(где vqh(m)— qh-порядок числа m) при всех m ≥ 1.

3.5. Интегральная интерпретация явных формул и закона взаимно-

сти. Как было отмечено во введении, Л. Кронекер, вероятно, первым обратил вни-
мание на сходство между алгебраическими числами и аналитическими функциями.
Первые важные результаты в этом направлении были получены Д. Гильбертом, отме-
тившим, что доказанный им результат о произведении символов норменного вычета,
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должен соответствовать интегральной теореме Коши (см. [78, стр. 367–368]). Далее,
И. Р. Шафаревич в своей работе [2] предложил понимать локальный символ нормен-
ного вычета (α,β

p
), как абелев дифференциал α dβ в точке p. С. В. Востоков, следуя

этой идеологии Гильберта—Шафаревича, показал, что классический закон взаимно-
сти (

α

β

)

pn

(
β

α

)−1

pn
=
∏

p|n,∞

(
α, β

p

)

является аналогом теоремы об абелевом интеграле, которая утверждает, что абелев
интеграл дифференциальной формы на римановой поверхности равен сумме вычетов
этой формы в особых точках.

Сформулируем этот результат. Пусть n = pm1
1 · · · pmr

r — нечетное число, pi — раз-
личные нечетные простые числа, p = p1,m = m1,K = Q(ζ) — круговое поле для n, где
ζ = ζn — первообразный корень n-й степени из единицы. Также ζi := ζpmi

i
, πi := ζi− 1,

ni := n/pmi

i , а ai, bi — фиксированный набор целых чисел, таких что aini + bip
mi

i = 1,
i = 1, . . . , r.

Далее рассмотрим набор переменных X1, . . . , Xr, и для каждого элемента γ ∈
Z(ζ) взаимно простого с n зафиксируем многочлен γ := γ(X1, . . . , Xr) с коэффици-
ентами из Z(ζ), такой что (γ(0, . . . , 0), n) = 1 и γ(π1, . . . , πr) = γ. Теперь определим
семейство операторов ∆i:

∆i(Xj) :=

{
Xpi
i , i = j,

(1 +Xj)
pi − 1, i 6= j.

С их помощью можно построить для рассмотренных выше многочленов γ функции
li по правилу

li(γ) :=
1

p
log

(
γp

i

γ∆i

)
.

Пусть α, β лежат в кольце Z[ζ], причем α, β и n попарно взаимно просты. Тогда
определен n-й символ степенного вычета (αβ )n

, и имеет место следующая формула
для сложения степенных вычетов.

Теорема 8 (С. В. Востоков [79]). Имеет место равенство

(
α

β

)

n

(
β

α

)−1

n

= ζ

r∑
i=1

resSi

,

где

Si = nibiTr

(
Φ(α, β)

ζp
mi
i

i
− 1

)∣∣∣∣
Xk=πk,k 6=i

,

Φ(α, β) = li(α)
∂

∂Xi
li(β)− li(α)β

−1 ∂

∂Xi
(β) + li(β)α

−1 ∂

∂Xi
(α).

В работе [79] можно найти подробное описание всех необходимых конструкций и
проверку их корректности.

В правой части основной формулы теоремы показатель — это сумма вычетов

дифференциальных форм Si в особых точках, то есть в знаменателях ζp
mi
i

i
− 1 (так

как ζ
p
mi
i

i − 1 = 0).
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Таким образом, чтобы аналогия с теоремой об абелевом интеграле была полно-
стью установлена, необходимо правильно определить аналог интеграла, соответству-
ющего произведению степенных вычетов. Для этого рассмотрим следующий пример:
пусть n = p1 · . . . ·pr — свободное от квадратов нечетное число. Тогда (см. [79]) диффе-
ренциальные формы Si являются не более, чем рядами, и общей дифференциальной
формой будет S = log(α) log(β), а левая часть формулы примет вид

∫
log(α) d log(β)

ζn − 1
.

Эта задача была решена М. А. Ивановым и С. В. Востоковым для кругового поля
m-х степеней, то есть в случае n = pm, в работах [80, 81]. В этом случае правая часть
формулы принимает вид

ζ
res

Φ(α,β)

ζp
m

−1 ,

а левую часть можно будет интерпретировать как интеграл Шнирельмана (см. [82]):

∫

0,π

Φ(α, β)

ζp
m − 1

.

4. Приложения явных формул. 4.1. Модули Галуа. Для расширения Галуа
числовых полей L/K с группой Галуа G = Gal(L/K) можно рассмотреть группу L∗

как K[G]-модуль, где K действует посредством умножения, а группа G— естествен-
ным образом. Тогда возникает вопрос о строении L∗ как K[G]-модуля. Подобным
образом можно рассматривать как мультипликативную, так и аддитивную структу-
ру на кольце целых OL поля L, простых идеалах OL, в том числе на единственном
максимальном идеале mL в случае, когда поле L локально. Обобщая последний при-
мер на произвольный формальный групповой закон F , мы интересуемся структурой
F (mL) как EndFGL(F )[G]-модуля.

Отметим, что задача выяснения структуры мультипликативных модулей явля-
ется классической и главные результаты в этом направлении получены Д. К. Фадде-
евым, З. И. Боревичем, А. В. Яковлевым, С. В. Востоковым [83–86].

За последние годы было получено много результатов в этом направлении
С. В. Востоковым и его учениками. Ниже мы осветим основные направления совре-
менных исследований и результаты в каждой из областей.

4.1.1. Аддитивные модули. В работах С. В. Востокова, М. В. Бондарко и И. Б. Жу-
кова [87–90] рассматривается задача разложимости аддитивных идеалов внутри абе-
лева расширения Галуа числовых дискретно-нормированных полей L/K.

Рассмотрим случай абелева p-расширения локальных полей L/K, являющихся
расширениями Qp, p > 2, с группой Галуа G. Имеет место следующее утверждение.

Теорема 9. В поле L существуют дробные идеалы, которые разложимы как
OK [G]-модули тогда и только тогда, когда индекс ветвления расширения L/K, рав-
ный pm, m > 1, делит дифференту рассматриваемого расширения DL/K.

Данный результат был получен в работе [89], более сильная его версия содер-
жится в работе [87].
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Теорема 10. Идеал mκ
L разложим как OK [G]-модуль тогда и только тогда,

когда

1) индекс ветвления расширения pm делит дифференту DL/K ;

2) или L = L1( p
√
πK1), где πL1 есть униформизирующая поля L1 такого, что

[L : L1] = p, или же κ = κ0 + κ1p + . . . для p-адического разложения κ либо
κ0 = 0, либо для некоторого 1 ≥ i ≥ m− 1 κi > e, где e есть вычет e mod p,
лежащий между 0 и p− 1.

Окончательный результат этой серии работ содержится в [90]. Сформулируем
его. Пусть o есть дедекиндово кольцо нулевой характеристики, K — его поле отноше-
ний, L/K — абелево расширение Галуа нечетной степени. Также пусть расширения
соответствующих полей вычетов сепарабельны. Тогда верна следующая теорема.

Теорема 11. В расширении L/K существуют Gal(L/K)-инвариантные идеа-
лы, разложимые как o[Gal(L/K)]-модули тогда и только тогда, когда существует
подрасширение F расширения L/K, не равное L, такое, что степень [L : F ] делит
дифференту DL/F .

4.1.2. Формальные модули Галуа. В случае произвольных формальных группо-
вых законов, даже предположительные ответы существенно сложнее, поскольку они
должны учитывать арифметическую структуру формального группового закона.

Наиболее общий результат получен в работе [91].

Теорема 12. Пусть K — конечное расширение поля Qp с индексом ветвления
e0 = e(K/Qp), и пусть L/K — нормальное расширение без высшего ветвления с груп-
пой Галуа G = Gal(L/K). Рассмотрим формальную группу F (X,Y ) конечной высо-
ты h, заданную над кольцом целых OK поля K. Пусть [p]F (X)— эндоморфизм умно-
жения на p формальной группы F , и пусть pm1 , pm2 , . . . , pmk+1 = ph — инварианты
формальной группы F , отвечающие координатам вершин многоугольника Ньютона
изогении [p]F (X). Тогда, если выполняются следующие условия:

1) L не содержит нетривиальных корней изогении [p]F (X),

2) для любого j из {1, 2, . . . , k + 1} верно e
e0
| : (pmj − 1),

3) для любого i из {1, 2, . . . , k + 1} сравнение

θ ≡ aXpmi−1
+ bXpmi

mod Π

имеет решение x ∈ RL для любых θ, a, b ∈ RL,

то F (mL) является свободным Zp[G]-модулем ранга ne0, где n = (OTK : Zp). Анало-
гичный результат верен и для F (miL).

Потенциально самым технически сложным является случай p-расширения. Из-
вестны результаты только в неразветвленном случае [92], что является следстви-
ем тривиальности группы H1(Gal(L/K), F (mL)). Приведем основную теорему рабо-
ты [92].
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Теорема 13. Рассмотрим конечное циклическое p-расширение L/K, F (X,Y )
есть формальный групповой закон Любина—Тейта над кольцом OK′ , где K/K ′

есть конечное расширение степени n. Предполагается, что поля L и K имеют
одинаковую степень иррегулярности s относительно группового закона F . Тогда
для OK [Gal(L/K)]-модуля F (mL) есть система образующих θ1, . . . , θn−1, ξ, ω с един-
ственным соотношением

[σ −F 1](ω) = [πs](ξ),

где σ есть образующая группы Gal(L/K).

5. Классификация формальных групповых законов. Классификация фор-
мальных групповых законов является естественной задачей ввиду того, что над по-
лями характеристики ноль некоммутативные формальные группы находятся во вза-
имно однозначном соответствии с алгебрами Ли. Поэтому данная задача продолжает
весьма нетривиальную задачу классификации групп Ли в нулевой характеристике.

Но классификация коммутативных групповых законов уже над полями положи-
тельной характеристики несколько сложнее, нежели над полями нулевой характе-
ристики (см. [93] и [94]), а над произвольными кольцами тем более. Отметим сразу,
что формальные групповые законы, а точнее соответствующие им формальные груп-
повые схемы, допускают естественное обобщение — p-делимые группы, называемые
также группами Барсотти—Тейта.

В данном направлении получены значительные результаты одним из учеников
С. В. Востокова— М. В. Бондарко. Все его результаты по данной тематике могут быть
найдены в докторской диссертации [21]. Далее мы перечислим с указанием ссылок
самые яркие из них.

В работе [95] С. В. Востоковым и М. В. Бондарко получена явная классифи-
кация формальных групповых законов над кольцами целых полных дискретно-
нормированных полей характеристики 0 с совершенным полем вычетов характери-
стики p. Каждой группе ставится в соответствие два инварианта ((u(F ), res(F ))), ко-
торые классифицируют их с точностью до изогении. Также описаны изогенные, но
неизоморфные формальные группы [96].

Данная классификация продолжена в работах [97] и [98], где опускается требо-
вание совершенности поля вычетов.

Такого рода классификационные результаты широко применимы, в том числе
для иследования редукций абелевых многообразий. Приведем здесь два основных
результата, которые могут быть найдены в [99].

Теорема 14. Пусть V —m-мерное абелево многообразие над полем k, имеющее
полустабильную редукцию над расширением K/k. Тогда V имеет полустабильную
редукцию над k, если и только если для некоторой конечной групповой схемы H над
Ok выполнено THOK ⊃ (OK/pOK)m (т. е. существует вложение), где TH обозна-
чает касательный модуль к схеме H.

Теорема 15. 1. Пусть V —m-мерное абелево многообразие над k, имеющее хо-
рошую редукцию над K. Тогда следующие условия равносильны:

(a) V имеет хорошую невырожденную редукцию над k;

(b) для некоторой групповой схемы H/Ok мультипликативного типа (т. е. двой-
ственной к этальной) выполнено THOK

∼= (OK/p
l′OK)m, при этом существу-

ет мономорфизм g : Hk → Ker[pl
′

]V,k;
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(c) для некоторой схемы Hk ⊂ Ker[pl
′

]V,k и поля M , неразветвленного над k, вы-
полнено HM

∼= (µpl′ ,M )m (здесь µpl′ — групповая схема корней из единицы сте-

пени pl
′

).

2. Пусть V —m-мерное абелево многообразие над k, имеющее полустабильную
редукцию над K. Тогда следующие условия равносильны:

(a) V имеет невырожденную редукцию над k;

(b) для некоторой групповой схемы H/Ok мультипликативного типа существу-
ет вложение Hk в Ker[pl

′

]V,k и (OK/p
l′OK)m в THOK ;

(c) для некоторой схемы Hk ⊂ Ker[pl
′

]V,k и поля M , неразветвленного над k, вы-
полнено HM

∼= (µpl′ ,M )m.

6. Явные конструкции расширений. Задача явного описания отображения
взаимности делает актуальной задачу явного построения циклических расширений
степени pn (n ≥ 1) полного дискретно нормированного поля K характеристики 0, не
содержащего первообразный корень степени pn из единицы.

При n = 1 такие расширения могут быть заданы (как и при charK = p) с помо-
щью многочленов Артина—Шрайера [100]; компактное доказательство этого факта,
использующее формальные группы Любина—Тейта, было получено С. В. Востоковым
[101].

Известно, что в некуммеровом случае не любое циклическое расширение L1/K
степени p может быть погружено в некоторое циклическое расширение L2/K сте-
пени p2 (см. [102]). Однако при условии на скачок ветвления s(L1/K) < e/(p − 1)
такое L2/K существует. В [103, § 3] было показано, что при несколько более сильном
условии s(L1/K) < pe/(p2 − 1) и L1/K задано присоединением корня многочлена
Xp −X − a, расширение L2/K можно задать уравнениями, идентичными уравнени-
ям в характеристике p для расширения, задаваемого вектором Витта (a, 0). Тогда
L2/K — циклическое расширение степени p2, содержащее L1/K. В [104] были полу-
чено несколько более сложное уравнение, задающее x1 в общей ситуации (т. е. при
s(L1/K) < e/(p− 1)).

Кроме того, в [103, § 4] (см. также [105]) для случая абсолютно неразветвленного
поля K было построено семейство циклических p-расширений, которые в компози-
те образуют максимальное абелево p-расширение K. Такое семейство также можно
рассматривать как аналог расширений в простой характеристике, задаваемых все-
возможными векторами Витта вида (a, 0, . . . , 0).

7. Структурная теория высших локальных полей. 7.1. Устранение выс-

шего ветвления. Пусть L/K — произвольное конечное расширение Галуа полных
дискретно нормированных полей c несовершенным полем вычетов характеристики
p > 0, и пусть k— т. н. подполе констант, то есть максимальное полное подполе K
с совершенным полем вычетов. (Если charK = 0, то такое подполе определено од-
нозначно.) По теореме Эппа об устранении высшего ветвления найдется конечное
расширение k′/k, для которого k′L/k′K слабо неразветвлено, т. е. e(k′L/k′K) = 1.
В работе [109] доказан ряд уточненных версий этой теоремы.

Конечное расширение поля K будем называть почти константным, если его
можно вложить в композит неразветвленного и константного (т. е. получаемого при-
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соединением элементов, алгебраичных над k), а инфернальным — расширение, не име-
ющее собственных почти константных подрасширений. Для любого конечного рас-
ширения L/K однозначно определено промежуточное поле F такое, что F/K почти
константное, а L/F инфернальное. Центральную роль играет следующая теорема.

Теорема 16. Пусть K — полное дискретно нормированное поле, k— его подполе
констант, C/k— некоторое глубоко разветвленное расширение. Тогда для любого
инфернального расширения L/K существует конечное подрасширение k′/k в C/k
такое, что k′L/k′K свирепо разветвлено.

Здесь под глубоко разветвленным расширением подразумевается бесконечное
расширение, у которого есть конечные подрасширения либо сколь угодно большой
глубины ветвления, либо сколь угодно большой несепарабельной степени. Этот класс
включает круговые p-расширения и вообще любые арифметически проконечные рас-
ширения.

Эта теорема интересна сама по себе, так как обеспечивает большую свободу вы-
бора расширения k′/k в теореме Эппа. В качестве следствия мы получаем усиление
теоремы Эппа.

Теорема 17. Пусть L/K — любое конечное разрешимое расширение полных дис-
кретно нормированных полей, k— подполе констант поля K. Тогда существует ко-
нечное разрешимое расширение k′/k такое, что k′L/k′K слабо неразветвлено, т. е.
e(k′L/k′K) = 1.

Пусть eL = ph · et, где (p, et) = 1. Тогда найдется искомое k′/k, являющееся
композитом циклического расширения и некоторого расширения степени, не пре-
восходящей (p− 1)h+1[L : K]eK.

Был также исследован вопрос о том, насколько простой вид можно придать
расширению k′/k, если мы можем менять подполе констант (это возможно при
charK > 0). Доказано, что при наличии в K достаточно большого числа корней
из 1 степеней, взаимно простых с p, k′/k может быть выбрано циклическим.

7.2. Классификационные результаты для высших локальных полей.
Теория устранения высшего ветвления служит основой для доказательства класси-
фикационной теоремы для высших локальных полей. Полное дискретно нормиро-
ванное поле K с подполем констант k будем называть стандартным, если eK/k = 1.
В частности, n-мерное локальное поле K характеристики 0 с первым полем вычетов
характеристики p > 0 будет стандартным, если и только если оно изоморфно полю
вида F{{t1}} . . . {{tn−1}}, где F — обычное (одномерное) локальное поле (см. [107, § 1]
или [108]); при этом F = k. Классификационная теорема утверждает, что любое пол-
ное дискретно нормированное поле является конечным расширением стандартного
(тривиальная часть) и обладает конечным расширением, являющимся стандартным
полем (нетривиальная часть).

В работе [109] были получены следующие два уточненных варианта этой теоре-
мы.

Теорема 18. Существует константное расширение L/K такое, что L/K —
стандартное поле. При этом можно считать L = L1L2, где L1/K — циклическое
p-расширение, и [L2 : K] делит (p − 1)h+1e(K/k), где eL = ph · et и (p, et) = 1.
Кроме того, можно считать L1 = lK, где l/k— конечное подрасширение заданного
константного Zp-расширения C/k, не являющегося неразветвленным.
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Теорема 19. Пусть k— подполе констант K, C/k— глубоко разветвленное
расширение k. Тогда существует конечное подрасширение l/k в C/k такое, что lK —
почти стандартное.

Под почти стандартным понимается поле, некоторое конечное неразветвленное
расширение которого — стандартное поле.

В [110] устанавливается связь между описанным выше подходом к классифика-
ции высших локальных полей и подходом Курихары [111], развитым далее в работах
Ивановой [112, 113].

Для любого полного дискретно нормированного поля K характеристики 0 с про-
извольным полем вычетов простой характеристики можно определить целочислен-
ный инвариант Γ(K), который лежит в основе введенного Курихарой разбиения та-
ких полей на два типа. Поле K относится к типу I, если и только если Γ(K) > 0. При
этом для почти стандартных полей и только для них выполнено Γ(K) = +∞.

В [110] доказано (при небольших ограничениях на K), что для двумерного ло-
кального поля K смешанной характеристики типа I найдется оценка снизу на степень
расширения подполя констант l/k такого, что lK — стандартное. Для логарифма этой
степени существует оценка, линейная по отношению к Γ(K) с коэффициентом, зави-
сящим только от eK/k.

7.3. Строение топологических K-групп. Высшая локальная теория по-
лей классов описывает строение абелевых расширений n-мерного локального поля
K с конечным (или совершенным, но не p-замкнутым) последним полем вычетов
в терминах группы Ktop

n K, которая представляет собой отделимое пополнение n-й
K-группы Милнора KM

n K поля K по отношению к определенной топологии, отра-
жающей структуру n-мерного локального поля. (Алгебраически Ktop

n K совпадает
с факторгруппой KM

n K по подгруппе из всех бесконечно делимых элементов.) Важ-
ной подгруппой в Ktop

n K служит U(1)Ktop
n K, которая порождена всеми символами

вида {u, x2, . . . , xn}, где u— главная единица по отношению к нормированию ран-
га 1. Эта подгруппа отвечает за дикие и свирепые расширения K. При этом строение
факторгруппы Ktop

n K/U(1)Ktop
n K, отвечающей за неразветвленные и ручные расши-

рения, полностью выяснено. В работе [114] получен следующий результат о строении
U(1)Ktop

n K.
Обозначим через TK топологическое замыкание кручения в U(1)Ktop

n K.

Теорема 20. Пусть K = k{{t1}} . . . {{tn−1}}— разнохарактеристическое стан-
дартное n-мерное локальное поле, charK > 2, B — топологический базис Zp-модуля
Uk (по модулю кручения). Тогда Zp-модуль U(1)Ktop

n K/TK обладает топологическим
базисом вида B = { {u, t1, . . . , tn−1} |u ∈ B}.

Замечание. Если последнее поле вычетов поля K конечно, то B конечен, и
можно опустить слово «топологический» в обоих местах. В качестве следствия полу-
чается, что подгруппа TK соответствует (в смысле теории полей классов) композиту
всех расширений с группой Галуа Zp и максимального ручного абелева расширения.

В работе [115] было получено усиление теоремы 20: условие eK/k = 1 заменено
на p ∤ eK/k. Там же показано, что последнее условие не может быть опущено даже
в случае почти стандартного поля.

Теорема 21 ([116]). Предположим, что последнее поле вычетов поля K конеч-
но. Тогда ранг U(1)Ktop

n K/TK равен [k : Qp].
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Также в [114] была полностью описана структура U(1)Ktop
n K (и тем самым всей

Ktop
n K) для абсолютно неразветвленных K.

8. Теория ветвления высших локальных полей. Для конечного расшире-
ния Галуа L/K обычных локальных полей, то есть полных дискретно нормирован-
ных полей с совершенным полем вычетов, на группе Галуа G = Gal(L/K) определена
фильтрация ветвления G = G−1 ⊃ G0 ⊃ G1 ⊃ . . ., которая обладает многими заме-
чательными свойствами ([117, § 4], более полный список можно найти в [118, § 3] или
[119]):

1) предсказуемое поведение при переходе к подгруппам;

2) предсказуемое поведение при переходе к факторгруппам с возможностью опре-
делить «верхнюю» фильтрацию для бесконечного расширения;

3) почти предсказуемое поведение при переходе к композиту;

4) фильтрация ветвления восстанавливается по действию нормы NL/K на филь-
трацию на группе единиц;

5) фильтрация ветвления восстанавливается (соотв. частично восстанавливает-
ся) по действию вложения iL/K на фильтрацию на K/p(K) (соотв. K∗/(K∗)p) при
charK = p (соотв. charK = 0);

6) теорема Хассе—Арфа;

7) существование представлений Артина и Суона;

8) нормирование дифференты может быть вычислено через скачки фильтрации
ветвления;

9) отображение взаимности отождествляет «верхнюю» фильтрацию ветвления
с фильтрацией на группе единиц UK ;

10) «анабелева гипотеза Гротендика»: изоморфизм между абсолютными группа-
ми Галуа двух локальных полей, сохраняющий фильтрацию ветвления, определяет
изоморфизм между локальными полями;

11) информации, содержащейся в фильтрации ветвления, достаточно для опре-
деления локальных членов в формулах Римана—Гурвица и Гротендика—Огга—
Шафаревича.

При формальном применении классического определения мы получаем фильтра-
цию ветвления, не обладающую никакими из указанных свойств (или их разумных
аналогов), кроме тривиального свойства 1. Альтернативный подход связан с требо-
ванием выполнения свойств, ожидаемых от «верхней» фильтрации: свойств 2, 7, 8,
9, 11. Как было показано в работах Като и Фесенко, для абелевых расширений мно-
гомерных локальных полей (по крайней мере, с конечным полем вычетов) можно
обеспечить выполнение большинства из этих свойств, использовав свойство 9 в каче-
стве определения. Общее определение в этом направлении, рассматриваемое нынче
как стандартное, было получено в работах А. Аббеса и Т. Саито [120, 121] с исполь-
зованием техники жесткой аналитической геометрии. Это позволило, в частности,
доказать аналог формулы Гротендика—Огга—Шафаревича в широком контексте.

Однако, данный подход не позволяет получить «полного» описания ветвления
данного расширения, позволяющего, например, определять ветвления композита по
ветвлению исходных расширений или вычислять нормирование дифференты. Как по-
казывают примеры (см., например, [118, § 4] и ссылки там), подобное полное описание
требует введения большего числа инвариантов. В частности, ветвление расширения
простой степени не может описываться лишь одним числом.
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Опишем разработанные нами несколько подходов, предоставляющих дополни-
тельную информацию о ветвлении в случае несовершенного поля вычетов.

8.1. Подход на основе устранения высшего ветвления. Данный подход
был реализован в работе [122] (см. также обзор [123] и [118, § 7] или [119]). В его осно-
ве лежит выделение в произвольном конечном расширении Галуа L/K максимально-
го почти константного подрасширения F/K (см. подраздел 7.1). Группу Галуа F/K
(после неразветвленной замены базы) можно отождествить с группой Галуа соот-
ветствующего расширения подполя констант и перенести туда классическую теорию
ветвления. Аналогично, ввиду теории устранения высшего ветвления группу Галуа
инфернального расширения L/F (после константной замены базы) можно отожде-
ствить с группой Галуа некоторого свирепого расширения L′/F ′. Если предположить,
что изучаемые поля «двумерные» ([K

p
: K] = p), кольцо OL′ как OF ′-алгебра будет

порождаться одним элементом. В силу этого на L′/F ′ возникает теория ветвления
«с классическими свойствами», которую можно перенести на L/F (это было сделано
также в [124]).

В результате на произвольной конечной группе Галуа возникает фильтрация
ветвления, проиндексированная специальным множеством

I = {−1, 0} ∪ {(c, i)|i ∈ Q, i > 0} ∪ {(c,∞)} ∪ {(i, i)|i ∈ Q, i > 0}.
Она обладает хорошими функториальными свойствами, что позволяет, в частности,
определить «верхнюю» фильтрацию на бесконечных группах Галуа. В [122] был про-
верен также аналог свойства 9 для случая двумерного локального поля простой ха-
рактеристики с конечным полем вычетов, а именно согласованность (в смысле выс-
шей теории полей классов) с несложно определяемой фильтрацией на Ktop

2 K.
Данный подход к теории ветвления в работах В. А. Абрашкина был распростра-

нен на n-мерные локальные поля. Это дало возможность сформулировать и доказать
для высших локальных полей аналог анабелевой гипотезы Гротендика [125–127]. Так-
же Абрашкин использовал данный подход для построения аналога функтора поля
норм для многомерных локальных полей [128].

8.2. Элементарно абелев кондуктор. Этот подход основан на наблюдении,
сделанном еще в [129]: двумерное локальное поле K можно превратить в поле с со-
вершенным полем вычетов (ценой потери дискретности), взяв максимальное абелево
расширение экспоненты p. В работе [130] было показано, что мы получим поле с со-
вершенным полем вычетов, взяв композит расширений степени p со скачком ветвле-
ния, не превосходящим заданного i > 0. При этом возникает бесконечное расширение
Ki/K с конечной глубиной ветвления.

В статье [131] доказывается, что для произвольного конечного расширения L/K
глубина ветвления расширения LKi/Ki при достаточно больших i будет равняться
нулю. Минимальное такое i представляет собой новый инвариант ветвления для L/K,
который можно рассматривать как аналог кондуктора и использовать для определе-
ния фильтрации ветвления в общем случае.

8.3. Аппроксимационный подход. Все наблюдаемые «странности» теории
ветвления в случае несовершенного поля вычетов проявляются уже при рассмотрении
элементарно абелевых расширений. Поэтому, возможно, изучение теории ветвления
в общем случае может быть сведено к случаю абелевых расширений n-мерных локаль-
ных полей, для которых вся информация о ветвлении отражена в строении Ktop

n K.
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Заметим, что в классическом случае для любого конечного расширения L/K можно
(после заменыK на ручное расширение) подобрать абелево (а в случае простой харак-
теристики даже элементарно абелево) расширение L′/K так, что скачки ветвления
L′/K с учетом кратностей будут близки к скачкам ветвления L/K с заданной точно-
стью. Соответственно, будут близки инварианты ветвления расширений, получаемые
из L′/K и L/K заменой базы и т. п. Мы предполагаем, что такое приближение неабе-
левых расширений абелевыми может быть осуществлено и в неклассическом случае
(т. е. при несовершенном поле вычетов), но для этого необходимо ввести адекватное
понятие близости.

В работе [132] введено понятие расстояния между расширениями данного пол-
ного дискретного нормированного поля (в аспекте теории ветвления). При этом до-
казано, что если расстояние между двумя константными расширениями равно нулю,
то у них совпадают соответствующие функции Хассе—Эрбрана. Обратное пока уста-
новлено только для расширений степени p.

8.4. Метод струй кривых. Один из подходов в изучении теории ветвления
для алгебро-геометрических объектов размерности больше 1 (например, алгебраиче-
ских поверхностей или спектров двумерных локальных колец) состоит в ограничении
изучаемых морфизмов (или конструктивных этальных пучков) на подсхемы размер-
ности 1 (кривые). Идея восходит к письму Делиня Иллюзи от 28.11.1976 и развивалась
в [133] (с недавним обобщением в [134]), а также в [135] и [136].

Для того чтобы применять этот подход при изучении ветвления конечного расши-
рения n-мерных локальных полей, необходимо связать такое расширение с конечным
гомоморфизмом (как можно более простого вида) между регулярными n-мерными
локальными кольцами, т. е. построить для него полуглобальную модель. Некоторые
результаты в этом направлении приведены в [137] (см. также [118, п. 8.2] или [119]).

В работе [138] (см. также [118, пп. 9.1, 9.2] или [119]) предложенный метод
применяется к ситуации т. н. накрытий Артина—Шрайера, а именно морфизмов
f : SpecB → SpecA, A— регулярное двумерное локальное кольцо с полем выче-
тов k, K = FrA, L/K — циклическое расширение степени p, B — целое замыкание A
в L. Предполагается, что дискриминантный дивизор Bf (образ дивизора ветвления
в SpecA) представляет собой дивизор со (строго) нормальными пересечениями.

Положим

UA = {p ∈ Spec1A|A/p регулярно, p 6= p1, . . . , pd},

где p1, . . . , pd (d = 1, 2) — простые идеалы, соответcтвующие компонентам Bf . Таким
образом, UA — множество ростков кривых, не являющихся компонентами Bf (но не
обязательно трансверсальных им).

Пусть p ∈ UA. Рассмотрим Dq, подгруппу разложения в Gal(L/K) в точке q,
где q — простой идеал кольца B над p. Поскольку L/K не разветвлено в p, имеем
Dq

∼
= Gal(L(q)/K(p)), где K(p)— поле частных кольца A/p, а L(q)— поле частных

кольца B/q. Через hp(L/K) обозначим соответствующий скачок ветвления.

В [138] доказано, что hp(L/K) зависит только от струи некоторого порядка, ко-
торой принадлежит росток p, причем есть оценка для порядка струи, линейная по
отношению к индексу пересечения p с компонентой Bf (обозначим его r(p)).

На пространстве струй заданного порядка ростков кривых с заданным r(p) мож-
но ввести структуру аффинного пространства и тем самым топологию Зарисского.
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Доказано, что скачок ветвления задает полунепрерывную функцию на этом простран-
стве (т. е. условия вида hp(L/K) ≤ s определяют замкнутые подмножества). Далее,
конечен супремум значений hp(L/K) при заданном r(p) = r (обозначим его hr(L/K)).
Наконец, предположим, что A— G-кольцо. Тогда последовательность (hr(L/K)/r)r
сходится.

Наконец, в работе [139] результат о полунепрерывности обобщается на другой
класс гомоморфизмов колец (см. также [118, п. 9.3] или [119]).

Пусть A, B — полные двумерные регулярные локальные кольца с общим алгеб-
раически замкнутым подполем коэффициентов k. Конечный гомоморфизм k-алгебр
h : A→ B будем называть несмешанным, если h(mA) ⊂ mB и h(mA) 6⊂ m2

B.
Рассмотрим гомоморфизм h : A→ B, раскладывающийся в композицию несколь-

ких несмешанных гомоморфизмов. Предположим, что дискриминантный дивизор h
имеет вид B = bB0, где B0 — регулярная приведенная кривая на SpecA, а b— нату-
ральное число.

Для r > 0 рассмотрим все регулярные кривые C на SpecA с (C.B0) = r. Обо-
значим через Tr,N пространство N -струй таких кривых (N > r). В силу подгото-
вительной теоремы Вейерштрасса его можно отождествить с AN−1

k при r = 1 и с
{(βr, . . . , βN−1) ∈ AN−r|βr 6= 0} при r > 1.

Теорема 22. 1. Пусть C — регулярная кривая на SpecA с (C.B0) = r <∞. Тогда
для кривой h∗C число компонент, их δ-инварианты и индексы пересечения зависят
только от струи C в Tr,br.

2. Пусть C′
1, . . . , C′

r — все компоненты h∗C, i = 1, . . . , l; di — показатель диф-
ференты в расширении дискретно нормированных полей k(C′

i)/k(C). Тогда
∑r

i=1 di
определяет полунепрерывную снизу функцию на Tr,br.

9. Заключение. Тематика законов взаимности и арифметики локальных чис-
ловых полей имеет длинную историю и остается незаконченной и по сей день.

Область явных формул для символа Гильберта является прекрасным примером
плодотворного взаимодействия таких разделов математики как теория чисел, ана-
лиз на неархимедовых полях и функциональный анализ. Теория ветвления, в свою
очередь, позволяет математически строго формулировать отличие арифметических
аспектов от геометрических в рамках алгебраической геометрии.

В данной области много открытых проблем7 , ожидающих своих решений, про-
движения в которых окажет большое влияние на развитие как данной области, так
и всей математики в целом.
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This paper is a survey of some of the results obtained by Saint Petersburg number theory school over recent
decades. We consider explicit formulas for the Hilbert symbol in case of nonclassical formal modules and
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their applications in local arithmetic geometry and ramification theory. For topics studied by the school,
but not included in this survey (due to the lack of space), references are given.

In the section on explicit formulas, we present results for formal modules constructed using Honda
formal group laws and polynomial formal group laws, and also the interpretation using p-adic integrals.
Their implications concerning Galois modules are also described. We give the classification of formal group
laws over local number fields as well. Further, we discuss constructions of complete discrete valuation fields’
extensions. Besides some results in structure theory of higher local fields are presented. The last section
is concerned with ramification theory for higher local fields. Refs 139.

Keywords: formal groups, reciprocity laws, local number fields, higher local fields.
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