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При работе с рекордными величинами важную роль играет классическое представле-
ние рекордов в последовательностях независимых случайных величин, имеющих стандартное
E(1)-экспоненциальное распределение, в виде сумм экспоненциально распределенных случай-
ных слагаемых. Предложено некоторое обобщение данного представления. Получен новый ана-
логичный результат, который позволяет подобным же образом через суммы независимых экс-
поненциально распределенных случайных величин представлять рекордные значения выбороч-
ных размахов. Библиогр. 5 назв.
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Введение. Рассмотрим последовательность независимых случайных величин
(с. в.) X1, X2, . . . с общей непрерывной функцией распределения (ф. р.) F (x). Этой
последовательности соответствуют наборы порядковых статистик

X1,n=min{X1, X2, . . . , Xn}≤X2,n≤ . . .≤Xn,n=max{X1, X2, . . . , Xn}, n=1, 2, . . .

По этой же последовательности можно сформировать верхние рекордные моменты
L(n), n = 1, 2, . . ., и верхние рекордные величины X(1) < X(2) < . . . < X(n) < . . .,
которые задаются следующим образом:

L(1) = 1, X(1) = X1,

L(n) = min{j : Xj > XL(n−1)}, X(n) = XL(n), n = 2, 3, . . .
(1)

Аналогично можно получить последовательности нижних рекордных моментов
l(n), n = 1, 2, . . . , и нижних рекордных величин x(1) > x(2) > . . . > x(n) > . . .,
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которые определяются соотношениями

l(1) = 1, x(1) = X1,

l(n) = min{j : Xj < xl(n−1)}, x(n) = xl(n), n = 2, 3, . . .
(2)

В прикладных задачах теории вероятностей и математической статистики часто
приходится иметь дело с порядковыми статистиками и рекордными величинами, ко-
торые в отличие от исходныхX1, X2, . . . теряют важное и удобное во всех отношениях
свойство независимости. На примере рекордных величин посмотрим, каким образом
и в каких случаях можно применять методы, разработанные для сумм независимых
случайных слагаемых. Отметим, что изучению рекордов и их свойств посвящены
многие монографии, например, [1–4].

Важную роль при изучении верхних рекордных величин играет семейство экс-
поненциальных распределений. Остановимся на стандартном представителе этого се-
мейства — экспоненциальном E(1)-распределении, представленном плотностью рас-
пределения h1(x) и ф. р. H1(x), которые имеют вид

H1(x) = max{0, 1− e−x}, −∞ < x <∞,

и
h1(x) = 0, если x < 0, и h1(x) = e−x, если x ≥ 0.

Пусть Z1, Z2, . . . — последовательность независимых с. в., имеющих общую ф. р.
H1(x), а Z(1) = Z1 < Z(2) < . . . . < Z(n) < Z(n+1) < . . .— соответствующая последо-
вательность верхних рекордов. В формулируемом ниже соотношении для рекордных
значений Z(n) и далее в тексте статьи будут встречаться независимые с. в. ξ1, ξ2, . . . ,
тоже имеющие E(1)-экспоненциальное распределение. Отметим также, что символ
d
= в соотношениях вида X

d
= Y будет обозначать равенство по распределению соот-

ветствующих случайных величин или случайных векторов. Справедлив следующий
результат.

Представление 1. При любом n = 1, 2, . . . для рекордных величин Z(1) < Z(2) <
. . . < Z(n) справедливо соотношение

{Z(1), Z(2), . . . , Z(n)} d
= {ξ1, ξ1 + ξ2, . . . , ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn}, (3)

где ξ1, ξ2, . . .— независимые E(1)-распределенные случайные величины.
Замечание 1. Отметим, что равенство (3) часто оказывается полезным при изу-

чении рекордных величин X(1) < X(2) < . . ., построенных по последовательностям
X1, X2, . . ., с произвольной непрерывной ф. р. F (x). В этом случае преобразование
Смирнова позволяет получить для любого n = 1, 2, . . . соотношение

{X(1), X(2), . . . , X(n)} d
= {G(ξ1), G(ξ1 + ξ2), . . . , G(ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn)}, (4)

где G(x) = F−1(1 − e−x) и F−1(x) — функция, обратная ф. р. F (x). Видим, что ра-
венство (4) позволяет и в случае любой непрерывной ф. р. F (x) в какой-то степени
использовать классические методы, разработанные для сумм независимых случайных
слагаемых.

Соотношение (3) позволяет легко получить аналогичные равенства для нижних
рекордов.
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Представление 2. Если независимые с. в. X1, X2, . . . имеют отрицательное
экспоненциальное распределение с ф. р. H0(x) = ex, x < 0, то для любого n = 1, 2, . . . и
соответствующих нижних рекордов x(1) > x(2) > . . . > x(n) справедливо равенство

{x(1), x(2), . . . , x(n)} d
= {−Z(1),−Z(2), . . . ,−Z(n)} d

=

d
= {−ξ1,−(ξ1 + ξ2), . . . ,−(ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn)}. (5)

Цель данной работы — исследовать распределения рекордных значений в после-
довательностях выборочных размахов Wn = Xn,n − X1,n, n = 1, 2, . . . В условиях
представлений 1 и 2, где рассматриваются ограниченные нулем (соответственно, сни-
зу и сверху) случайные величины, вполне естественно в качестве начала отсчета взять
вырожденную с. в. Z0 = 0 (в первом случае) и X0 = 0 (во втором случае). Тогда, если
и в первом, и во втором случаях рассмотреть рекордные значения W (1) < W (2) < . . .
соответствующих выборочных размахов, то получим для них удобное единообразное
представление вида

{W (1),W (2), . . . ,W (n)} d
= {ξ1, ξ1 + ξ2, . . . , ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn}, n = 1, 2, . . . (6)

Ниже мы рассмотрим существенно более общую ситуацию, в которой для рекорд-
ных значений выборочных размахов справедливым остается соотношение (6).

Две модели построения выборочных размахов. Опишем вначале рекорд-
ную схему, предложенную в работе [5] и рассмотренную подробно в монографии [3].
В последовательности независимых с. в. X1, X2, . . . с общей непрерывной ф. р. F (x)
величина X1 объявляется одновременно нулевым верхним и нулевым нижним рекор-
дами. Очередными рекордными моментами в этой последовательности объявляются
моменты m, когда Xm > Xm−1,m−1 (появление верхнего рекорда) или когда Xm <
X1,m−1 (появление нижнего рекорда), т. е. по существу рекордным в этой постановке
является любой момент, при котором очередной размах выборки Wm = Xm,m−X1,m

становится больше всех предыдущих размахов. Пусть 1 < T (1) < T (2) < . . . представ-
ляют собой такого рода рекордные моменты. С каждым из этих моментов связывают
с. в. S(n) = max{X1, X2, . . . , XT (n)} и R(n) = min{X1, X2, . . . , XT (n)}, n = 1, 2, . . . ,
т. е. S(n) и R(n) совпадают, соответственно, с верхним и нижним на данный момент
рекордными значениями в последовательности X1, X2, . . . Получены (см., например,
§ 8.4 в монографии [3]) плотности распределения с. в. S(n), R(n) и соответствующих
рекордных выборочных размахов W (n) = S(n)−R(n), n = 1, 2, . . .

В частности, показано, что если с. в. X1, X2, . . . имеют плотность распределения
f(x), то плотность распределения pn(x) размаха W (n) принимает вид

pn(x) =
2n

(n− 1)!

∫ ∞

−∞
f(x+ u)f(u)(− log(1− F (x + u) + F (u)))n−1du. (7)

Отметим здесь также следующий результат для с. в. S(n).
Представление 3. Если независимые с. в. X1, X2, . . . имеют общую ф. р.

H1(x) = max{0, 1 − e−x},−∞ < x < ∞; то при каждом фиксированном n = 1, 2, . . .
справедливо равенство

S(n)
d
= ξ1 +

1

2

n−1∑

k=2

ξk, (8)

где, как и выше, ξ1, ξ2, . . .— независимые E(1)-распределенные случайные величины.
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Видим, что данный результат дает некоторое представление о рекордах в после-
довательности размахов W1,W2, . . .

Мы рассмотрим несколько иной подход к изучению рекордных размахов W (n).
Предлагаемая нами схема позволяет получить результат, частными случаями кото-
рого являются равенства (3) и (5).

Приведенное выше представление 1 получено для исходных случайных величин,
имеющих общую ф. р.

H1(x) = max{0, 1− e−x}, −∞ < x <∞.

Представление 2 работает для Xn, n = 1, 2, . . ., с ф. р.

H0(x) = min{1, ex}, −∞ < x <∞.

Объединяя в одно семейство эти две функции распределения, введем ф. р. Hp(x),
0 ≤ p ≤ 1, которая представляется как сумма

Hp(x) = (1− p)H0(x) + pH1(x), −∞ < x <∞, (9)

с весами 1 − p и p исходных ф. р. H0(x) и H1(x). В частности, при p = 0 эта ф. р.
совпадает с ф. р. H0(x), а при p = 1 получаем ф. р. H1(x).

Функция Hp(x) имеет следующий вид:

Hp(x) = (1 − p)ex, если x < 0, и Hp(x) = 1− p+ pe−x, если x ≥ 0.

Отметим также, что при p = 1/2 имеем дело с распределением Лапласа с плот-
ностью

h1/2(x) =
e−|x|

2
, −∞ < x <∞.

Рассмотрим теперь последовательность независимых случайных величин
X1, X2, . . . с общей ф. р. Hp(x). Пусть также X0 = 0 представляет собой началь-
ный элемент в этой последовательности. В последовательности размахов Wn =
max{0, Xn,n} − min{0, X1,n} выделим рекордные значения W (1) = |X1| < W (2) < . . .
Для удобства изложения положим W (0) = 0. Справедлив следующий результат.

Теорема. Если независимые с. в. X1, X2, . . . имеют общую ф. р. Hp(x), то при-
ращения рекордов W (1) −W (0),W (2) −W (1), . . . также независимы, и каждое из
этих приращений имеет экспоненциальное E(1)-распределение.

Этот результат можно переформулировать следующим образом.
Представление 4. В рассматриваемой схеме при любом n = 1, 2, . . . справедли-

во соотношение

{W (1),W (2), . . . ,W (n)} d
= {ξ1, ξ1 + ξ2, . . . , ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn−1 + ξn}.

Замечание 2. Видим, что в данной схеме распределения рекордных величин в
последовательности выборочных размахов одинаковы для любого значения 0 ≤ p ≤ 1.
При p = 1 из доказываемого результата следует как частный случай соотношение
(3). При p = 0 получаем результат, указанный в представлении 2. Отметим также,
что если зафиксировать n = 1, 2, . . . , то математическое ожидание числа рекордных
значений среди размахов W1,W2, . . . ,Wn равно сумме

n∑

k=1

2− pk − (1 − p)k

k
.
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Доказательство теоремы. Каждую с. в. Xk c ф. р. Hp(x) можно представить
в виде

Xk = ηkZk, k = 1, 2, . . . ,

где Z1, Z2, . . .— независимые с. в., имеющие общую ф. р. H1(x) = 1 − e−x, x ≥ 0,
а η1, η2, . . .— независимые между собой и не зависящие от Z1, Z2, . . . случайные ве-
личины, принимающие значения −1 и 1 с вероятностями, равными, соответственно,
1− p и p. Зафиксируем номер N(n), которому отвечает момент появления рекордно-
го значения W (n). Среди величин X1, X2, . . . , XN(n) будет какое-то случайное число
M(n) положительных членов и R(n) = N(n)−M(n) отрицательных членов этой по-
следовательности. Понятно, что если N(n) = m,m = n, n + 1, . . . , то M(n) имеет
биномиальное распределение с вероятностями

P{M(n) = r} = P{R(n) = m− r} = Crmp
r(1− p)m−r, r = 0, 1, 2, . . . ,m.

Наличие r верхних рекордов в последовательностиX1, X2, . . . , XN(n) равносильно на-
личию r рекордов в наборе E(1)-распределенных с. в. Z1, Z2, . . . , ZT (n). Каждое такое
событие (появление очередного рекордного значения размаха, обусловленного по-
явлением еще одного верхнего рекорда в последовательности X1, X2, . . .) означает,
что к предыдущему рекордному значению размаха нужно добавить очередное E(1)-
распределенное слагаемое, которое не зависит от всех предыдущих рекордных вели-
чин размаха. Аналогично можно рассмотреть поведение нижних рекордов в последо-
вательности, состоящей из отрицательных Xn. В этом случае так же появление оче-
редного нижнего рекорда в последовательности этих Xn приводит к необходимости
добавить к имеющемуся на этот момент рекордному значению выборочного размаха
не зависящее от его величины E(1)-распределенное случайное слагаемое. Получаем,
что каждый раз, когда в исходной последовательности X1, X2, . . . встречается верх-
нее или нижнее рекордное значение, очередное рекордное значение размаха выборки
увеличивается по сравнению с предыдущим на слагаемое, имеющее экспоненциальное
E(1)-распределение, и размер этого увеличения не зависит от процесса роста размаха
до данного рекордного момента. Все это доказывает утверждение теоремы.
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