
УДК 524.19 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2017. Т. 4 (62). Вып. 4
MSC 62K05

ИЗБЫТОЧНОСТЬ ЛОКАЛЬНО D-ОПТИМАЛЬНЫХ ПЛАНОВ
И ГОМОТЕТИИ∗

Ю.Д.Григорьев1, В. Б.Мелас2, П.В.Шпилев2

1 С.-Петербургский государственный электротехнический университет им. В. И.Ульянова (Ленина),
Российская Федерация, 197376, Санкт-Петербург, ул. Профессора Попова, 5

2 Санкт-Петербургский государственный университет,
Российская Федерация, 199034, Санкт-Петербург, Университетская наб., 7–9

Статья посвящена исследованию влияния гомотетии области планирования на число опор-
ных точек оптимального плана при фиксированных значениях параметров регрессионной мо-
дели. Рассматривается двумерная, нелинейная по параметрам модель Эйена—Петерса, которая
используется в аналитической химии. Показано, что в зависимости от некоторых условий число
опорных точек оптимального плана может быть больше или равно числу параметров модели.
Планы с минимальным числом точек найдены в явном виде. Для нахождения планов с боль-
шим числом точек (в статье такие планы предлагается называть избыточными) используются
численные алгоритмы. Библиогр. 16 назв. Ил. 2. Табл. 2.
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1. Введение. В серии работ [1–4] рассмотрен вопрос о переносе на нелиней-
ный случай знаменитого результата де ла Гарза [5] об условиях, при которых число n
опорных точек в оптимальных планах ξ для одномерных линейных моделей регрессии
минимально, т. е. совпадает с числом p неизвестных параметров θ ∈ Θ ⊆ Rp моде-
ли η(x, θ). В частности, в [5] показано, что для полиномиальных моделей регрессии
D-оптимальные планы всегда являются насыщенными. В работе [6] этот результат
назван феноменом де ла Гарза. С другой стороны, для нелинейных по параметрам мо-
делей нередки случаи, в которых появляются оптимальные планы с числом опорных
точек n > p. По аналогии с Хури мы предлагаем называть такие случаи феноменом
избыточности, а сами планы — избыточными.

В работах [1, 3] сформулированы достаточные условия для определения верхней
границы числа опорных точек в оптимальных планах ξ = ξ(θ), которая, как правило,
меньше вытекающей из теоремы Каратеодори оценки n = p(p + 1)/2 для D-опти-
мальных планов. В ряде случаев метод Янга прямо приводит к выводу, что локально
оптимальный план ξ = ξ(θ) для рассматриваемой модели является насыщенным. По-
низить верхнюю оценку для числа опорных точек в методе Янга—Стафкена удается
за счет анализа структуры элементов информационной матрицы. Очевидно, что если
среди них есть одинаковые элементы или они обладают некоторыми специфическими
свойствами, то учет этой информации приводит к понижению верхней оценки.

Принципиальное ограничение, связанное с методом Янга—Стафкена и его уточ-
нениями, состоит в том, что данный метод применим только для одномерных моделей
регрессии, т. е. для моделей с одной объясняющей переменной x ∈ X ⊆ R1, в то время
как многие модели регрессии, используемые на практике, являются многомерными.
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В большой степени это связано с тем, что в многомерном случае не существует че-
бышёвских систем функций [4].

Аналогичный феномен избыточности оптимальных планов хорошо известен
в байесовском и максимин-оптимальном подходах к планированию. В данном слу-
чае в дополнение к указанным причинам избыточности для локально оптимальных
планов этот феномен связан как со свойствами пространства параметров Θ, так и
с заданным на нем априорном распределении параметров π(θ). Феномен избыточ-
ности для байесовских планов на эмпирическом уровне подробно исследован в [7],
где на примере логистической модели и равномерного относительно опорных точек
априорного распределения π(θ) показано увеличение числа точек плана ξ(θ) при воз-
растании дисперсии Dπθ априорного распределения. Там же приводятся ссылки и на
более ранние работы, в которых равномерное распределение рассматривалось в более
простом варианте: равномерными предполагались не только спектр плана, но и веса
опорных точек.

Феномен избыточности имеет место и при локально оптимальном планировании
для многомерных моделей. Цель настоящей статьи заключается в исследовании этого
феномена на примере двумерной модели Эйена—Петерса [8]. Данная модель исполь-
зуется для описания каталитических реакций. С позиций последовательного D-оп-
тимального планирования эксперимента эта модель изучалась, в частности, в книге
Химмельблау [9, пример 8.4.2]. Однако ни аналитический вид оптимального плана,
ни феномен избыточности для этой модели не исследовались. В нашей работе мы
показываем, что в случае некоторых гомотетий T : X → X ′ области планирования
X насыщенные локально D-оптимальные планы для двумерной модели могут стано-
виться избыточными и наоборот.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 приводятся основные тео-
ретические сведения — теорема эквивалентности для локально D-оптимальных пла-
нов и определение преобразования гомотетии, и ставится задача исследования фено-
мена избыточности при преобразованиях гомотетии области планирования. В разде-
ле 3 исследуются локальноD-оптимальные планы для модели Эйена—Петерса, иллю-
стрирующие идею избыточности. В разделе 4 обсуждается вычислительный аспект
построения избыточных планов, описываются численные методы построения локаль-
но D-оптимальных планов. В разделе 5 приводятся заключительные замечания на
основе полученных в статье результатов.

2. Теорема эквивалентности и преобразования гомотетии. Пусть

E(y|x) = η(x, θ), x ∈ X ⊂ Rk, θ ∈ Θ ⊂ Rp, (1)

— модель наблюдений, в которой y— скалярная случайная величина, принадлежа-
щая экспоненциальному семейству распределений, θ ∈ Θ ⊂ Rp — неизвестный пара-
метр, x ∈ X ⊂ Rk — независимая переменная, принимающая значения в компактном
множестве X , η : Rk → R1 — заданная функция регрессии. Предполагаем, что наблю-
дения y, проводимые в различных точках x области планирования X , независимы,
а σ2 > 0— дисперсия наблюдений y, одинаковая для всех точек x ∈ X . Всюду далее,
для краткости, полагаем σ2 = 1.

Непрерывный план ξ для модели (1) — это вероятностная мера на множестве X
с конечным носителем (спектром) supp(ξ) = (x1, . . . , xn) и распределением ω(ξ) =
(ω1, . . . , ωn), определяющим относительные доли (веса) общего числа наблюдений,
проводимых в соответствующих точках [10, 11]. План ξ называется насыщенным, если
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n = p, и избыточным, если n > p. Информационная матрица плана ξ = (supp(ξ), ω(ξ))
определяется выражением

M(ξ, θ) =

∫

X
f(x, θ)fT (x, θ)dξ(x), (2)

где f(x, θ) = ∂
∂θη(x, θ) ∈ Rp. Говорят, что план ξ∗ локально D-оптимален, если он

максимизирует функционал Φ(ξ, θ) = log |M(ξ, θ)|, т. е.

Φ(ξ∗, θ) = sup
ξ∈Ξ

log |M(ξ, θ)|, где Ξ— множество непрерывных планов на X . (3)

В работе [7] предложено обобщение теоремы эквивалентности Кифера—
Вольфовица на случай нелинейных моделей. Мы будем использовать данную теорему
в следующей формулировке.

Теорема 2.1 (Чалонер и Ларнц [7]). Пусть Φ— функционал, определяемый со-
гласно (3). Тогда имеют место следующие утверждения:

(1) локально D-оптимальный план ξ∗ характеризуется любым из трех эквива-
лентных условий:

(i) ξ∗ максимизирует Φ(ξ, θ),
(ii) ξ∗ минимизирует supx∈X d(ξ, x),
(iii) supx∈X d(ξ

∗, x) = p;
(2) носитель supp(ξ∗) локально D-оптимальной меры ξ∗ состоит из точек

x ∈ X , для которых d(ξ∗, x) = p почти наверное относительно меры ξ∗.
Функция дисперсии d(ξ, x), фигурирующая в теореме 2.1, для D-критерия имеет

вид
d(ξ, x) = fT (x, θ)M−1(ξ, θ)f(x, θ). (4)

Данная теорема является мощным инструментом для проверки плана на опти-
мальность.

Пусть y ∈ Y ⊂ Rv, Rv — аффинное пространство. Аффинное преобразование
T : Y → Y ′, имеющее в координатной записи вид

y′ − a = γ(y − a),

называется гомотетией с центром в точке Q с координатами a. Два множества Y
и Y ′ в аффинном пространстве, переводимые друг в друга гомотетией, называются
гомотетичными.

В нашей работе мы будем исследовать влияние гомотетии пространства плани-
рования X на вид оптимального плана. В частности, на примере модели Эйена—
Петерса, мы сформулируем условия, при которых гомотетия приводит к появлению
избыточного плана.

3. Модель Эйена—Петерса. В работе [12] рассмотрена реакция каталитиче-
ского восстановления окиси азота

NO +H2 ⇋ H2O +
1

2
N2. (5)

Для описания механизма этой двусторонней реакции в работе [8] высказано пред-
положение, что реакция протекает между каждой адсорбированной молекулой NO
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и одной находящейся рядом адсорбированной молекулой водорода. В соответствии
с этой гипотезой для описания скорости протекания такой реакции в [8] предложена
дробно-рациональная модель:

η(x, θ) =
θ0θ1θ2x1x2

(1 + θ1x1 + θ2x2)2
, x ∈ X = [0, b1]× [0, b2]. (6)

Содержательный смысл входящих в модель (6) величин следующий:

• x1, x2 — парциальные давления окиси азота NO и водорода H2 соответственно;

• θ1, θ2 — адсорбционные равновесные константы для окиси азота NO и водорода
H2 соответственно;

• θ0 — константа скорости прямой реакции.

Введем масштабированные переменные z1 = θ1x1, z2 = θ2x2, для которых верх-
ними границами будут λ1 = b1θ1 и λ2 = b2θ2 соответственно. Будем рассматривать
случай λ1 = λ2 = λ. Тогда Z = [0, λ]2 — область планирования для новых пере-
менных. Обозначим Ξn — класс n-точечных планов. Рассмотрим насыщенные планы
ξ3, ξ3 ∈ Ξ3, и избыточный — ξ4 ∈ Ξ4 со спектрами вида

supp(ξ3) =
{
A =

(z0
θ1
, b2

)
, B =

(
b1,

z0
θ2

)
, D = (b1, b2)

}
, (7)

supp(ξ3) =
{
A =

(z0
θ1
, b2

)
, B =

(
b1,

z0
θ2

)
, C =

(z1
θ1
,
z1
θ2

)}
, (8)

supp(ξ4) =
{
Ã =

( z̃0
θ1
, b2

)
, B̃ =

(
b1,

z̃0
θ2

)
, C̃ =

( z̃1
θ1
,
z̃1
θ2

)
, D = (b1, b2)

}
, (9)

где координаты z0(λ), z0(λ), z1(λ), z̃0(λ), z̃1(λ) подлежат определению из условия (3).

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия:

(а) Z = [0, λ]2 — область планирования;

(б) λ∗1 удовлетворяет условию sup
x∈(0,λ∗

1
)2
d(ξ3, x) = 3;

(в) λ∗2 — корень уравнения d(ξ3, D) = 3;

(г) Z∗ = [0, λ∗1]
2; Z = γZ∗ — гомотетия Z∗ → Z с центром O = (0, 0) и коэффи-

циентом γ.

Тогда имеют место следующие утверждения:

(1) λ∗1 = 0.2649875882 и λ∗2 = 6.071435739 определены однозначно;

(2) если γ ≤ 1, то насыщенный план ξ3 ∈ Ξ3, имеющий структуру (7), является
локально D-оптимальным для модели (6) при

z0(λ) = 1 + 2λ−
√
3λ2 + 3λ+ 1; (10)

(3) если 1 < γ <
λ∗

2

λ∗

1

≈ 22.9121514, то ξ4 ∈ Ξ4 — избыточный локально D-опти-

мальный план для модели (6) со структурой (9), координаты которого z̃0 = z̃0(λ) и
z̃1 = z̃1(λ) и распределение затрат ω(ξ4) подлежат определению численно;
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(4) если 22.9121514 ≤ γ, то насыщенный план ξ3 ∈ Ξ3, имеющий структуру (8),
является локально D-оптимальным для модели (6) при

z0(λ) = 2A cos

(
1

3
arccos

(
B3 − 3BA2 + λ3 + λ2

2A3

)
+
π

3

)
+B,

A =

√
10

9
λ2 + λ+ 1, B =

2

3
λ+ 1;

z1(λ) =
λ+ z0(λ)

λ+ z0(λ) + 3
.

(11)

Доказательство теоремы 3.1. Оптимальность планов ξ3, ξ3, ξ4 проверяется
непосредственно с помощью теоремы 2.1. Мы не приводим здесь подробное доказа-
тельство ввиду его громоздкости. Пусть ξ∗ — оптимальный план. Характер изменения
функции d(ξ∗, x) в зависимости от λ демонстрируют рис. 1, 2. При небольших значе-
ниях λ (рис. 1) функция d(ξ∗, x) имеет три глобальных максимума. При увеличении
λ у функции d(ξ∗, x) возникает локальный максимум внутри области X , и при до-
стижении некоторого критического значения λ∗1 число ее глобальных максимумов
становится равным 4 (рис. 2). При дальнейшем увеличении λ и достижении критиче-
ского значения λ∗2 число глобальных максимумов функции d(ξ∗, x) вновь становится
равным 3 (рис. 1). Величины λ∗1 и λ∗2 находятся путем прямых вычислений. Данные
величины являются характеристическими постоянными модели Эйена—Петерса.
Их содержательный смысл состоит в том, что имея априорную информацию о рав-
новесных константах θi (i = 1, 2), можно подбирать такие диапазоны варьирования
парциальных давлений bi (i = 1, 2), при которых локально D-оптимальный план экс-
перимента будет либо насыщенным, либо избыточным.

Пример 3.1. Локально-оптимальные планы из теоремы 3.1. Пусть
b1 = b2 = 1. Тогда получим следующие оптимальные планы:

(1) ξ3 =

(
(0.4674, 1) (1, 0.4674) (1, 1)

1/3 1/3 1/3

)
при λ = 0.1;

Рис. 1. Функция d(ξ, x) из теоремы 2.1 для оптимальных планов ξ3 (слева) при b1 = b2 = 1,
θ1 = θ2 = 0.1 и ξ3 (справа) при b1 = b2 = 1, θ1 = θ2 = 7.

556 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2017. Т. 4 (62). Вып. 4



Рис. 2. Функция d(ξ, x) из теоремы 2.1 для
оптимального плана ξ4 при b1 = b2 = 1,
θ1 = θ2 = 2.

(2) ξ3 =

(
(0.4225, 1) (1, 0.4225) (0.1098, 0.1098)

1/3 1/3 1/3

)
при λ = 7.0;

(3) ξ4 =

(
(0.3848, 1) (1, 0.3848) (0.2651, 0.2651) (1, 1)
0.2414 0.2414 0.2906 0.2266

)
при λ = 2.0.

Поведение функции d(ξ, x) для этих планов можно увидеть на рис. 1, 2.

4. Вычислительный аспект. Модель Эйена—Петерса является дробно-рацио-
нальной, поэтому все вычисления, связанные с ней, носят алгебраический характер.
Это дает возможность использовать для построения локально D-оптимальных пла-
нов специальные методы, в том числе метод исключения, который в данном случае
допускает понижение размерности пространства переменных (см., например, [13]).

В силу симметрии модели (6) размерность задачи нахождения оптимального
плана ξ4 со спектром (9) можно понизить, что приведет к частному случаю ме-
тода исключения — методу результантов. Пусть ξ — n-точечный план со спектром
supp(ξ) = (x1, . . . , xn) и весами ωi = ξ(xi) (i = 1, . . . , n). Обозначим

F =
∂

∂θj
η(xi, θ) ∈ Rn×p, W = diag{ω1, . . . , ωn}.

Пусть F 2(i1 . . . ip)— квадрат минора, составленного из строк матрицы F с номерами
i1, i2, . . . , ip. Тогда согласно формуле Бине—Коши [10] определитель |M(ξ, θ)| допус-
кает представление вида

|M(ξ, θ)| = |FTWF | =
∑[

F 2(i1 . . . ip)

p∏

α=1

ωiα

]
, (12)

где сумма берется по всем минорам матрицы F порядка p.
Поставим в соответствие строкам матрицы F точки Ã = (z̃0/θ1, b2), B̃ =

(b1, z̃0/θ2), C̃ = (z̃1/θ1, z̃1/θ2) и D = (b1, b2) плана (9) с весами ω1 = ξ(Ã) = ξ(B̃),
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ω2 = ξ(C̃), ω3 = ξ(D̃) = 1 − 2ω1 − ω2 соответственно. Тогда для плана (9) согласно
(12) получаем

|M(ξ4, θ)| = ω2
1ω2F

2(123) + ω2
1(1− 2ω1 − ω2)F

2(124)+

+ ω1ω2(1− 2ω1 − ω2)(F
2(134) + F 2(234)). (13)

Поскольку F 2(124) не зависит от z̃1, а веса точек Ã и B̃ совпадают, то условия

∂|M(ξ4, θ)|
∂z̃1

= 0,
∂|M(ξ4, θ)|

∂ω2
= 0

приводят к уравнению Qω = c относительно вектора весов ω = (ω1, ω2)
T с коэффи-

циентами Q и правой частью c, зависящими только от миноров F 2(i1 . . . ip). Так как
план ξ4 невырожден, то вектор ω = Q−1c может быть вычислен, что дает возмож-
ность исключить веса ω1 и ω2 из двух оставшихся неиспользованными уравнений

∂|M(ξ4, θ)|
∂z̃0

= 0,
∂|M(ξ4, θ)|

∂ω1
= 0. (14)

Решая систему (14) методом результантов, находим z̃0 и z̃1, а затем ω1 и ω2. Таким
образом, локально D-оптимальный план ξ4 может быть точно найден.

Наряду с точным решением, можно указать два приближенных решения задачи
|M(ξ, θ)| → max, которые определяются с меньшими вычислительными затратами.
Для частного случая λ = 1 эти решения, как и точное, представлены в примере 4.1.

Пример 4.1. Точный и приближенные планы. Обозначим функцию d(ξ3, x)
за fd(x1, x2), где x1, x2 — координаты точки x. Пусть λ = 1. В этом случае будем иметь
z0(1) = 3−

√
7 и

d(ξ3, x) =: fd(x1, x2) =

=
3(2663 + 884

√
7)

20017

(x1x2)
2{q0(x21 + x22) + q1(x1x2) + q2(x1 + x2) + q3}

(1 + x1 + x2)6
, (15)

q0 = 20017, q1 = 1856
√
7 + 9082, q2 = 3514

√
7− 54288, q3 = −16840

√
7 + 83427.

Характеристики точного и двух приближенных планов, также построенных методом
исключения, представлены в табл. 1. (План ξa: z̃0(1) = 3−

√
7, z̃1(1) = x∗1, x

∗
1 — корень

уравнения ∂fd(x1, x1)/∂x1 = 0. План ξb: z̃0(1) = 3 −
√
7, z̃1(1) = 3 −

√
7. План ξc —

точный план, построенный методом результантов. Веса планов ωi определяются из
соответствующих условий; |M(ξ4, θ)| = K · (θ23/θ1θ2)2.) Из табл. 1 видим, что при-
ближенные планы ξa и ξb весьма незначительно уступают локально D-оптимальному
плану ξc.

Таблица 1. Характеристики трех избыточных планов ξa, ξb и ξc
со структурой (9) при λ = 1

Координаты узлов Распределение ω(ξ) Критерий
ξ z̃0(1) z̃1(1) ω1 ω2 ω3 K logK d(ξ, {1, 1})

ξa 0.380867 0.372193 0.2431 0.2957 0.2181 0.1048 · 10−9 −22.9785 3.0249
ξb 0.380867 0.380867 0.2440 0.2896 0.2224 0.1060 · 10−9 −22.9678 3.0018
ξc 0.386898 0.373941 0.2478 0.2869 0.2235 0.1061 · 10−9 −22.9670 3.0000
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Сравним теперь полученные результаты с последовательной стратегией плани-
рования для модели Эйена— Петерса, рассмотренной в книге Химмельблау [9, при-
мер 8.4.2].

Пример 4.2. Последовательный план. Полученный в книге Химмельблау
[9, пример 8.4.2] при λ = 0.1 последовательный план представлен в табл. 2.

Таблица 2. Последовательный план Химмельблау при λ = 0.1

Последовательный план Химмельблау
Парциальные давления 1 2 3 4 5 6 7 8

x1 0.10 0.06 0.10 0.10 0.04 0.10 0.10 0.03
x2 0.06 0.10 0.03 0.10 0.10 0.03 0.10 0.03

Согласно теореме 3.1 для трехточечного плана ξ3 имеем z0(0.1) = 0.0467, что
весьма близко к округленным значениям xij = 0.03 и 0.04. Однако 8-я точка плана
Химмельблау, лежащая на диагонали области планирования, указывает на то, что
на самом деле оптимальный план ξ является 4-точечным. Действительно, конечные
оценки равновесных констант θ1 и θ2 равны θ̂1 = 16.9 и θ̂2 = 20.2 [9, пример 8.4.2].
Следовательно, γ ∈ [1.69, 2.02], т. е. γ > 1. Согласно теореме 3.1 это означает, что
в оптимальном плане должны быть 4 точки, что и обнаружил Химмельблау. Как
последовательный, так и аналитический планы указывают на то, что большая часть
экспериментальных точек должна располагаться на границе области X , т. е. в области
высоких парциальных давлений, где только и можно обнаружить падение кривой
скорости реакции.

Еще один возможный подход к численному нахождению локально D-оптималь-
ных планов предложен в недавно опубликованной статье [14]. Его можно использо-
вать в тех случаях, когда размерность задачи в методе исключения не удается по-
низить или когда он вообще неприменим. Идея подхода заключается в модификации
метода имитации отжига [15]. Пусть f(x), x ∈ D ∈ Rs, — ограниченная по модулю
функция. В классическом методе имитации отжига рассматривается плотность

M(T, x) = C(T ) exp(−f(x)/T ), (16)

где T ∈ R1 — некоторый параметр, C = C(T )— константа нормировки, зависящая
от T . При T → ∞ данная плотность слабо сходится к δ-функции, сосредоточенной
в точке глобального минимума функции f(x). Методом Метрополиса моделируются
последовательности плотностей (16) с возрастающими T1 < T2 < . . . < Tn. На каж-
дом шаге для алгоритма Метрополиса используются реализации случайных величин,
полученные на предыдущем шаге.

Модификация, предложенная в работе [14], состоит в следующем: вместо функ-
ции плотности M(T,X) предлагается рассматривать плотность

M(x, n) =
fn(x)∫

D f
n(x)dx

,

где параметр n играет роль T . В некоторых случаях при моделировании вместо функ-
ции f(x) можно использовать усеченную функцию fǫ(x) (см. [14]). Применение пред-
ложенного подхода позволяет находить оптимальные планы с высокой точностью.
В примере 4.3 с помощью данного метода построен оптимальный 4-точечный план.
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Пример 4.3. Модификация метода отжига. Пусть λ = 6, b1 = b2 = 1.
Тогда

ξ4 =

(
(0.4275, 1) (1, 0.4275) (0.1235, 0.1235) (1, 1)
0.3315 0.3315 0.3331 0.0039

)
.

5. Заключение. Численная оптимизация, используемая при построении избы-
точных байесовских планов (см., например, [7]), обычно опирается на универсальные
алгоритмы типа симплексного алгоритма Нелдера—Мида с учетом линейного ограни-
чения на веса точек плана. Для рассмотренной в статье дробно-рациональной модели
Эйена—Петерса были использованы модификация метода имитации отжига (предло-
женная в работе [14]), а также разновидность метода исключения, опирающаяся на
теорию результантов (см., например, [13]). Этот метод применяется, в частности, в
алгебраической геометрии для отыскания точек пересечения алгебраических кривых.

С ростом размерности пространства переменных метод исключения становит-
ся громоздким и не всегда приводит к цели. Тем не менее, с его помощью в статье
были получены планы, подтверждающие, что гомотетии могут приводить к избы-
точным локально D-оптимальным планам. Мы полагаем, что предложенный в дан-
ной работе подход окажется полезным для выделения классов моделей, в которых
преобразование гомотетии приводит к избыточным планам, и классов моделей, в ко-
торых это свойство не имеет места. Остается открытым вопрос о влиянии на избы-
точность планов преобразований трансляции x′ = x + c (c— вектор переноса) обла-
сти планирования X . В методе Янга—Cтаффкена крайние точки интервала плани-
рования входят в критерий верхней границы для числа опорных точек в локально
D-оптимальных планах. Поэтому они, возможно, влияют на избыточность соответ-
ствующих планов. Скажем, непрерывные A-оптимальные планы для линейной моде-
ли η(x, θ) = θ1 + θ2x на положительном отрезке X = [a, b] (a ≥ 0, функция эффектив-
ности λ(x) = σ−2(x) = 1) имеют вид

ξ =

(
a, b
B

A+B ,
A

A+B

)
, A =

√
1 + a2, B =

√
1 + b2.

Таким образом, распределение ω(ξ) плана ξ зависит от параллельных переносов. В ра-
боте [16] показано, что аналогично обстоит дело и с E-оптимальными планами на
отрезке (нечебышёвский случай).

На практике часто требуются планы, в которых число опорных точек превышает
число неизвестных параметров. В этом случае обычно можно осуществить проверку
адекватности модели. В рассмотренной теории основополагающую роль играет меша-
ющий параметр λ, значение которого полностью определяет, какой план, избыточный
или насыщенный, является для данного конкретного случая локально D-оптималь-
ным. Но параметр λ— это мультипликативный комплекс вида λ = θb, где θ— предпо-
лагаемое или наиболее благоприятное значение неизвестного параметра, а b— верхняя
граница диапазона изменения соответствующей независимой переменной. Поэтому,
выбирая при фиксированном θ необходимое значение b, экспериментатор всегда мо-
жет спланировать и реализовать именно тот избыточный план ξ, который даст ему
возможность проверить адекватность модели. При байесовском подходе это дости-
гается за счет увеличения неопределенности информации о параметре θ ∈ Θ ⊆ Rp,
скажем, за счет увеличения дисперсии априорного распределения π(θ) с носителем
supp(π(θ)) = Θ.
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