
УДК 531.36 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2017. Т. 4 (62). Вып. 4
MSC 93C10

AЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОЙ УПРАВЛЯЕМОЙ СИСТЕМЫ
И ЕГО ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
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Предложен достаточно удобный для численной реализации алгоритм построения диф-
ференцируемой управляющей функции, гарантирующей перевод широкого класса нелинейных
стационарных систем обыкновенных дифференциальных уравнений из начального состояния
в заданное конечное состояние фазового пространства c учетом ограничений на управление.
Получено конструктивное достаточное условие, при котором указанный перевод возможен. Рас-
смотрена конкретная практическая задача и проведено ее численное моделирование. Библиогр.
16 назв. Ил. 1.
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1. Введение и постановка задачи. Одной из проблем математической тео-
рии управления являются вопросы, связанные с разработкой точных или прибли-
женных методов построения управляющих функций и соответствующих им траек-
торий, соединяющих заданные точки в фазовом пространстве. Этим исследованиям
посвящено большое количество публикаций. Некоторые из них приведены в [1–14].
В настоящее время проблема решения граничных задач достаточно подробно изу-
чена для линейных и нелинейных управляемых систем специального вида. Однако
теория решения граничных задач для нелинейных управляемых систем общего вида
еще недостаточно разработана. Основные усилия авторов данной статьи направлены
на разработку удобного для численной реализации и устойчивого к погрешностям
вычислений алгоритма решения граничных задач для широкого класса нелинейных
управляемых систем обыкновенных дифференциальных уравнений в классе синтези-
рующих управлений, а также на нахождение конструктивного достаточного условия,
гарантирующего существование решения этих задач. Поставленная цель достигнута
сведением решения исходной задачи к решению задачи стабилизации линейной неста-
ционарной системы специального вида и решению задачи Коши для вспомогательной
системы обыкновенных дифференциальных уравнений.

Простота реализации полученного метода обеспечивается тем, что наиболее тру-
доемкая его часть, связанная с построением вспомогательной системы и решением
задачи стабилизации вспомогательной системы выполняется аналитическими мето-
дами и может быть реализована средствами компьютерной алгебры. Традиционные
итеративные методы построения программных управлений [1] требуют большого ко-
личества вычислений и не обладают устойчивостью к погрешностям вычислений.

Эффективность полученного алгоритма иллюстрируется на численном модели-
ровании конкретной практической задачи.

Объектом исследования является управляемая система обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

ẋ = f(x,u), (1)
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где x = (x1, . . . , xn)
T , u = (u1, . . . , ur)

T , x ∈ Rn, u ∈ Rr, r 6 n, время t ∈ [0, 1],

f ∈ C4n(Rn × R
r;Rn), f = (f1, . . . , fn)

T , (2)

f(0,0) = 0, (3)

S = (B,AB,A2B, . . . ,An−1B), rankS = n, A =
∂f

∂x
(0,0), B =

∂f

∂u
(0,0), (4)

‖u‖ < N. (5)

Задача. Найти пару функций x(t) ∈ C[0, 1], u(t) ∈ C[0, 1], удовлетворяющих
системе (1) и условиям

x(0) = 0, x(1) = x̄, x̄ = (x̄1, . . . , x̄n)
T . (6)

Указанную пару x(t), u(t) будем называть решением задачи (1), (6).

Теорема. Пусть для правой части системы (1) выполнены условия (2)–(4).
Тогда ∃ε > 0 такое, что ∀x̄ ∈ Rn: ‖x̄‖ < ε существует решение задачи (1), (6), ко-
торое может быть получено после решения задачи стабилизации линейной неста-
ционарной системы с экспоненциальными коэффициентами и последующим реше-
нием задачи Коши для вспомогательной системы обыкновенных дифференциальных
уравнений.

Главная идея доказательства теоремы состоит в том, что посредством преобра-
зований зависимых и независимых переменных, решение исходной задачи сводится
к решению задачи стабилизации нелинейной вспомогательной системы обыкновенных
дифференциальных уравнений специального вида при постоянно действующих воз-
мущениях. Для ее решения находится синтезирующее управление, обеспечивающее
экспоненциальное убывание фундаментальной матрицы линейной части вспомога-
тельной системы. На заключительном этапе осуществляется переход к исходным пе-
ременным.

2. Построение вспомогательной системы. Функцию x(t), входящую в реше-
ние задачи (1), (6) ищем в виде

xi(t) = ai(t) + x̄i, i = 1, . . . , n. (7)

В новых переменных система (1) и граничные условия примут вид

ȧ = f(x̄+ a,u), (8)

a(0) = −x̄, a(1) = 0. (9)

Пару функций a(t), u(t), удовлетворяющих системе (8) и условиям (9), будем назы-
вать решением задачи (8), (9).

Задача. Найти пару функций a(t) ∈ C[0, 1], u(t) ∈ C[0, 1], удовлетворяющую
системе (8) и условиям

a(0) = −x̄, a(t) → 0 при t→ 1. (10)

Замечание 1. Переходя к пределу в решении задачи (8), (10) при t → 1 получим
решение задачи (8), (9).
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Сделаем в системе (8) преобразование независимой переменной t:

t = 1− e−ατ , τ ∈ [0,+∞), (11)

где α > 0 — некоторое фиксированное число, подлежащее определению. Тогда в новой
независимой переменной τ система (8) и условия (10) примут вид

dc

dτ
= αe−ατ f(x̄+ c,d), (12)

c(0) = −x̄, c(τ) → 0 при t→ ∞, (13)

c(τ) = a(t(τ)), d(τ) = u(t(τ)), τ ∈ [0,+∞), (14)

где c = (c1, . . . , cn)
T , d = (d1, . . . , dr)

T . Пару функций c(τ), d(τ), удовлетворяющую
системе (12) и условиям (13), будем называть решением задачи (12), (13). Имея реше-
ние задачи (12), (13), с помощью формул (11), (14) можно получить решение задачи
(8), (10).

Введем обозначения:

c̃ = x̄+ θic, d̃ = θid, θi ∈ [0, 1], i = 1, . . . , n,

|k| =
n∑

i=1

ki, |m| =
r∑

i=1

mi, k! = k1! · . . . · kn!, m! = m1! · . . . ·mr! .

Используя свойство (2) и разложение правой части системы (1) в ряд Тейлора
в окрестности точки (x̄,0), систему (12) можно записать в виде

dci
dτ

= αe−ατfi(x̄,0) + αe−ατ
n∑

j=1

∂fi
∂xj

(x̄,0)cj + αe−ατ
r∑

j=1

∂fi
∂uj

(x̄,0)dj+

+
1

2
αe−ατ




n∑

j=1

n∑

k=1

∂2fi
∂xj∂xk

(x̄,0)cjck + 2
n∑

j=1

r∑

k=1

∂2fi
∂xj∂uk

(x̄,0)cjdk+

+

r∑

j=1

r∑

k=1

∂2fi
∂uj∂uk

(x̄,0)djdk


+ · · ·+

+ αe−ατ
∑

|k|+|m|=
=4n−2

1

k!m!

∂|k|+|m|fi

∂xk11 . . . ∂xknn ∂um1

1 . . . ∂umr
r

(x̄,0)ck11 . . . cknn dm1

1 . . . dmr
r +

+ αe−ατ
∑

|k|+|m|=
=4n−1

1

k!m!

∂|k|+|m|fi

∂xk11 . . . ∂xknn ∂um1

1 . . . ∂umr
r

(c̃, d̃)ck11 . . . cknn dm1

1 . . . dmr
r (15)

для всех i = 1, . . . , n.
Ограничим область изменения c(τ) неравенством

‖c(τ)‖ < C1, τ ∈ [0,∞). (16)

Сделаем множество преобразований сдвигов функций ci(τ), i = 1, . . . , n. Главная их
цель состоит в том, чтобы в правой части системы, полученной в результате этих
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преобразований, все слагаемые, не содержащие в явном виде степеней компонент c и
d, в области (5), (16) удовлетворяли оценке O(e−4nατ‖x̄‖) при τ → ∞ и ‖x̄‖ → 0.

На первом этапе выполним замену ci(τ) на c
(1)
i (τ) по формуле

ci(τ) = c
(1)
i (τ) − e−ατfi(x̄,0), i = 1, . . . , n. (17)

Пусть

D|k|+|m|fi ≡
∂|k|+|m|fi

∂xk11 . . . ∂xknn ∂um1

1 . . . ∂umr
r

, i = 1, . . . , n.

После подстановки (17) в левую и правую части системы (15) с учетом введенного
обозначения получим систему

dc
(1)
i

dτ
= −αe−2ατ

n∑

j=1

∂fi
∂xj

(x̄,0)fj(x̄,0)+

+
1

2
αe−3ατ

n∑

j=1

n∑

k=1

∂2fi
∂xj∂xk

(x̄,0)fj(x̄,0)fk(x̄,0)+

+ αe−ατ
n∑

j=1

∂fi
∂xj

(x̄,0)c
(1)
j − αe−2ατ

n∑

j=1

n∑

k=1

∂2fi
∂xj∂xk

(x̄,0)fj(x̄,0)c
(1)
k +

+ αe−ατ
r∑

j=1

∂fi
∂uj

(x̄,0)dj − αe−2ατ
n∑

j=1

r∑

k=1

∂2fi
∂xj∂uk

(x̄,0)fj(x̄,0)dk+

+
1

2
αe−ατ




n∑

j=1

n∑

k=1

∂2fi
∂xj∂xk

(x̄,0)c
(1)
j c

(1)
k + 2

n∑

j=1

r∑

k=1

∂2fi
∂xj∂uk

(x̄,0)c
(1)
j dk+

+

r∑

j=1

r∑

k=1

∂2fi
∂uj∂uk

(x̄,0)djdk


+ · · ·+

+ αe−ατ
∑

|k|+|m|=4n−2

1

k!m!
D|k|+|m|fi(x̄,0)(c

(1)
1 − e−ατfi(x̄,0))

k1 · · ·×

× (c(1)n − e−ατfi(x̄,0))
kndm1

1 . . . dmr
r +

+ αe−ατ
∑

|k|+|m|=4n−1

1

k!m!
D|k|+|m|fi(c̃, d̃)(c

(1)
1 − e−ατfi(x̄,0))

k1 · · · ×

× (c(1)n − e−ατfi(x̄,0))
kndm1

1 . . . dmr
r , i = 1, . . . , n. (18)

Из (13), (17) следует

c
(1)
i (0) = −x̄i + fi(x̄,0), i = 1, . . . , n. (19)

Используя (19) и индуктивный переход на k-м шаге получим искомое преобра-
зование вида

c
(k−1)
i (τ) = c

(k)
i (τ) + e−kατφ(k)i (x̄), φ

(k)
i (0) = 0, i = 1, . . . , n. (20)
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Если преобразования (20) применить (4n− 1) раз, объединить в полученной си-
стеме слагаемые, линейные по компонентам вектора c(4n−1) и содержащие коэффи-
циенты e−iατ , i = 1, . . . , n, а также слагаемые, линейные по компонентам вектора d и
содержащие коэффициенты e−iατ , i = 1, . . . , 2n, то согласно (18)–(20) будем иметь си-
стему и начальные данные, которые в векторной форме можно записать следующим
образом:

dc(4n−1)

dτ
= Pc(4n−1) +Qd+R1

(
c(4n−1),d, x̄, τ

)
+R2

(
c(4n−1),d, x̄, τ

)
+

+R3

(
c(4n−1),d, τ

)
+R4

(
c(4n−1),d, x̄, τ

)
, (21)

R1 = (R1
1, . . . , R

n
1 )
T , R2 = (R1

2, . . . , R
n
2 )
T , R3 = (R1

3, . . . , R
n
3 )
T , R4 = (R1

4, . . . , R
n
4 )
T .

Функции Ri1 содержат все слагаемые, которые линейно зависят от компонент
вектора c(4n−1) c коэффициентами e−iατ , i > n + 1, а также слагаемые, входящие
в последнюю сумму правой части полученной системы, которые не содержат степеней
компонент вектора d и имеют сумму степеней компонент вектора c(4n−1), равную
единице.

Функции Ri2 содержат все слагаемые, которые линейно зависят от компонент
вектора d с множителями e−iατ , i > 2n+1, а также слагаемые, входящие в последнюю
сумму правой части полученной системы, которые не содержат степеней компонент
вектора c(4n−1) и имеют сумму степеней компонент вектора d, равную единице.

Функции в Ri3 содержат все слагаемые, нелинейные по компонентам векторов
c(4n−1) и d.

Функции Ri4 состоят из суммы слагаемых, не содержащих степеней компонент
векторов c(4n−1) и d.

Кроме того, можем записать

P(x̄) = αe−ατ
(
P1(x̄) + e−ατP2(x̄) + · · ·+ e−(n−1)ατPn−1(x̄)

)
,

Q(x̄) = αe−ατ
(
Q1(x̄) + e−ατQ2(x̄) + · · ·+ e−(2n−1)ατQ2n−1(x̄)

)
,

P1(x̄) =
∂f

∂x
(x̄,0), P1(0) = A, Q1(x̄) =

∂f

∂u
(x̄,0), Q1(0) = B,

(22)

c(4n−1)(0) = −x̄+ f(x̄,0)− φ(2)(x̄)− φ(3)(x̄)− · · · − φ(4n−1)(x̄),

φ(i) = (φ
(i)
1 , . . . , φ(i)n )T , φ(i)(0) = 0, i = 1, ..., 4n− 1.

(23)

3. Оценка слагаемых правой части вспомогательной системы. Из постро-
ения системы (21) следует, что в области (5), (16) имеют место оценки

‖Pi(x̄)‖ → 0, ‖Qj(x̄)‖ → 0 при i = 2, . . . , n− 1, j = 2, . . . , 2n− 1; (24)

‖R1

(
c(4n−1),d, x̄, τ

)
‖ 6 e−(n+1)ατL1‖c(4n−1)‖, L1 > 0,

‖R2

(
c(4n−1),d, x̄, τ

)
‖ 6 e−(2n+1)ατL2‖d‖, L2 > 0,

(25)

‖R3

(
c(4n−1),d, τ

)
‖ 6 e−ατL3

(
‖c(4n−1)‖2 + ‖d‖2

)
, L3 > 0. (26)

Кроме того, из условий (2), (3) и построения R4 следует

‖R4

(
c(4n−1),d, x̄, τ

)
‖ 6 L4‖x̄‖e−4nατ , L4 > 0. (27)
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Оценка (27) вытекает из представления

f(x̄,0) =
∂f

∂x
(θ,0)x̄, θ = (θ1x1, . . . , θnxn)

T , θi ∈ [0, 1], i = 1, . . . , n.

Замечание 2. Обозначим через qi1 i-й столбец матрицы Q1. Построим матрицу

S1 = {q1
1,P1q

1
1, . . . ,P

k1−1
1 q1

1,q
2
1,P1q

2
1, . . . ,P

k2−1
1 q2

1, . . . ,q
r
1, . . . ,P

kr−1
1 qr1}.

Здесь kj , j = 1, . . . , r, — максимальное количество столбцов вида q
j
1, P1q

j
1, . . . ,

P
kj−1
1 q

j
1 таких, что все столбцы матрицы S1 линейно независимы. Из условий (4)

и (22) следует, что существует такое ε1 > 0, что ∀x̄ ∈ Rn таких, что ‖x̄‖ < ε1, выпол-
няется rankS1 = n.

Рассмотрим систему

dc(4n−1)

dτ
= Pc(4n−1) +Qd. (28)

4. Вспомогательная лемма.

Лемма. Пусть для системы (1) выполнены условия (2), (4). Тогда ∃ε̄ > 0: ε̄ < ε1
такое, что ∀x̄ ∈ Rn, ‖x̄‖ < ε̄, существует управление d(τ) вида

d(τ) = M(τ)c(4n−1), (29)

при котором фундаментальная матрица системы (28) экспоненциально убывает.

Доказательство. При доказательстве используем метод Н. Н. Красовского ста-
билизации линейных нестационарных систем. Пусть L

j
1, j = 1, . . . , r, — j-й столбец

матрицы Q. Построим матрицу

S2 = {L1
1,L

1
2, . . . ,L

1
k1 ,L

2
1,L

2
2, . . . ,L

2
k2 , . . . ,L

r
1, . . . ,L

r
kr}, (30)

L
j
i = PL

j
i−1 −

dLji−1

dτ
, j = 1, . . . , r, i = 2, . . . , kj .

Здесь kj , j = 1, . . . , r, — максимальное количество столбцов вида L1
j , L

1
j , . . . ,L

1
kj

таких,
что столбцы S2 линейно независимы. Покажем, что выполняется

rankS2 = n. (31)

Пусть L̄
j
1, j = 1, . . . , r, — j-й столбец матрицы αe−ατQ1. Введем в рассмотрение

матрицу

S3 = {L̄1
1, L̄

1
2, . . . , L̄

1
k1 , L̄

2
1, L̄

2
2, . . . , L̄

2
k2 , . . . , L̄

r
1, . . . , L̄

r
kr}, (32)

L̄
j
i = αe−ατP1L̄

j
i−1 −

dL̄ji−1

dτ
, j = 1, . . . , r, i = 2, . . . , kj ,

где величины kj , j = 1, . . . , r, определяются так же, как при построении матрицы S2.
Условия (2), (22), (24) гарантируют S2 → S3 при ‖x̄‖ → 0. Отсюда следует существо-
вание ε2 > 0: ε2 < ε1 такого, что ∀x̄ ∈ Rn: ‖x̄‖ < ε2 выполняется

rankS2 = rankS3. (33)
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Рассуждая методом от противного с учетом замечания 2 и равенства (33), убеж-
даемся, что ∀x̄ ∈ Rn: ‖x̄‖ < ε2 справедливо равенство

rankS3 = n. (34)

Из равенств (33), (34) следует справедливость условия (31) в области ‖x̄‖ < ε2.
Кроме того, из структуры матрицы S3 следует, что в указанной области имеет место
оценка

‖S−1
2 ‖ = O(enατ ), τ → ∞. (35)

Используя (34), выполним замену переменной c(4n−1) по формуле

c(4n−1) = S2(τ)y. (36)

В результате получим систему

dy

dτ
= S−1

2

(
PS2 −

dS2

dτ

)
y + S−1

2 Qd. (37)

Согласно [15] матрицы в правой части системы (37) имеют вид

S−1
2

(
PS2 −

dS2

dτ

)
= {ē2, . . . , ēk1 , ϕ̄k1(τ), . . . , ēk1+···+kr−1+2, . . . , ēn, ϕ̄kr (τ)},

S−1
2 Q = {ē1, . . . , ēki+1, . . . , ēγ+1}, γ =

∑r−1
i=1 ki, n =

∑r
i=1 ki.

Здесь ϕ̄kj = (−ϕ1
k1
, . . . ,−ϕk1k1 , . . . ,−ϕ1

kj
, . . . ,−ϕkjkj , 0, . . . , 0)Tn×1; ēi = (0, . . . , 1, . . . , 0)Tn×1,

где единица стоит на i-м месте; ϕikj являются коэффициентами разложения вектора

L
j
kj+1 по векторам L1

1, . . . , L1
k1

, . . . , Lj1, . . . , Ljkj , j = 1, . . . , r, т. е.

L
j
kj+1 = −

k1∑

i=1

ϕik1(τ)L
1
i − · · · −

kj∑

i=1

ϕikj (τ)L
j
i . (38)

Рассмотрим задачу стабилизации системы

dyki
dτ

= {ēki2 , . . . , ēkiki , ¯̄ϕki}yki + ēki1 di, i = 1, . . . , r, (39)

yki = (y1ki , . . . , y
ki
ki
)Tki×1, ēkii = (0, . . . , 1, . . . , 0)Tki×1, где единица стоит на i-м месте,

¯̄ϕki = (−ϕ1
ki
, . . . ,−ϕkiki)Tki×1.

Пусть ykiki = ψ. Фазовые переменные системы (39) связаны с функцией ψ(τ) и ее
производными равенствами

ykiki = ψ, yki−1
ki

= ψ(1) + ϕkikiψ, yki−2
ki

= ψ(2) + ϕkikiψ
(1) +

(
dϕ

ki
ki

dτ + ϕki−1
ki

)
ψ,

. . . , y1ki = ψ(ki−1) + rki−2(τ)ψ
(ki−2) + · · ·+ r1(τ)ψ

(1) + r0(τ)ψ.
(40)

Если продифференцировать последнее равенство из (40), то из первого уравнения
системы (39) получим

ψ(ki) + εki−1(τ)ψ
(ki−1) + · · ·+ ε0(τ)ψ = di, i = 1, . . . , r. (41)
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В (40), (41) функции rki−2(τ), . . . , r0(τ), εki−1(τ), . . . , ε0(τ) являются линейными
комбинациями функций ϕikj (τ), i = 1, . . . , kj , j = 1, . . . , r, и их производных.

Замечание 3. Из структуры матриц P и Q (см. (22) и представление (38))
следует, что функции ϕkiki(τ), . . . , ϕki1 (τ), их производные, а также функции rki−2(τ),
. . . , r0(τ), εki−1(τ), . . . , ε0(τ) ограничены. Остальные элементы столбцов ϕ̄kj , j =

1, . . . , r, удовлетворяют оценке O(e(n−1)ατ ), τ → ∞. Пусть

di =

ki∑

j=1

(εki−j(τ) − γki−j)ψ
(ki−j), i = 1, . . . , r, (42)

где γki−j , j = 1, . . . , ki, выбраны так, чтобы корни λ1ki , . . . , λkiki уравнений

λki + γki−1λ
ki−1 + · · ·+ γ0 = 0, i = 1, . . . , r,

удовлетворяли условиям

λiki 6= λjki , если i 6= j, λjki < −(2n+ 1)α− 1, j = 1, . . . , ki, i = 1, . . . , r. (43)

В силу (40), (43) и замечания 3 закон управления di = δkiT
−1
ki

yki , i = 1, . . . , r,
обеспечивает экспоненциальное убывание решений системы (37). Возвращаясь в (42)
к исходным переменным с учетом (36), получим

di = δkiT
−1
ki

S−1
2ki

c(4n−1), i = 1, . . . , r, (44)

δki = (εki−1(τ)− γki−1, . . . , ε0(τ)− γ0), Tki — матрица равенства (40), т. е. yki = Tki ψ̄,
ψ̄ = (ψ(ki−1), . . . , ψ)T , S−1

2ki
— матрица, состоящая из соответствующих строк матрицы

S−1
2 . Найденное управление можно записать в виде (29), где M(τ) = δkT

−1
k S−1

2k =
= (δk1T

−1
k1

S−1
2k1
, . . . , δkrT

−1
kr

S−1
2kr

)T .
Обозначим через Ψ(τ), Ψ(0) = E (E— единичная матрица) фундаментальную

матрицу системы (41), замкнутую управлением (44). Очевидно, что элементами мат-
рицы Ψ(τ) являются экспоненты с отрицательными показателями и их производные.

Рассмотрим систему (28), замкнутую управлением (44):

dc(4n−1)

dτ
= D(τ)c(4n−1), D(τ) = P(τ) +Q(τ)M(τ). (45)

Введем в рассмотрение блочно-диагональную матрицу T(τ), на диагонали которой
стоят матрицы Tki , i = 1, . . . , r. Тогда на основании (36), (40) фундаментальная мат-
рица Φ(τ), Φ(τ)−1 = E системы (45) имеет вид

Φ(τ) = S2(τ)T(τ)Ψ(τ)T−1(0)S−1(0). (46)

Из (46), структуры матриц S2(τ), Ψ(τ) и замечания 3 следует оценка

‖Φ(τ)‖ 6 Ke−ατe−λτ , λ > 0, K > 0. (47)

Положим ε̄ = ε2. Тогда из (47) следует справедливость утверждения леммы.
Кроме того, на основании (35), (44), (46) и замечания 3 имеем

‖Φ(τ)Φ−1(t)‖ 6 K1e
−λ(τ−t)e(n−1)αt, t 6 τ, τ ∈ [0,∞), K1 > 0,

‖M(τ)‖ = O(enατ ), τ → ∞.
(48)
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5. Доказательство теоремы. Система (21), замкнутая управлением (44), имеет
вид

dc(4n−1)

dτ
= R1

(
c(4n−1),M(τ)c(4n−1), x̄, τ

)
+R2

(
c(4n−1),M(τ)c(4n−1), x̄, τ

)
+

+D(τ)c(4n−1) +R3

(
c(4n−1),M(τ)c(4n−1), τ

)
+R4

(
c(4n−1),M(τ)c(4n−1), x̄, τ

)
, (49)

Выполним в системе (49) замену переменной

c(4n−1) = ze−3nατ , c(4n−1)(0) = z(0). (50)

В результате получим систему

dz

dτ
= C(τ)z + e3nατR1

(
e−3nατz,M(τ)e−3nατz, x̄, τ

)
+

+ e3nατR2

(
e−3nατz,M(τ)e−3nατz, x̄, τ

)
+ e3nατR3

(
e−3nατz,M(τ)e−3nατz, τ

)
+

+ e3nατR4

(
e−3nατz,M(τ)e−3nατz, x̄, τ

)
, C(τ) = D(τ) + 3nαE. (51)

Покажем, что все решения системы (51) с начальными данными (50), начинающиеся
в достаточно малой окрестности нуля, экспоненциально убывают.

Пусть Φ1(τ), Φ1(0) = E— фундаментальная матрица системы. Тогда на основа-
нии (47), (48), (50) получим

‖Φ1(τ)‖ 6 Ke−βτ , ‖Φ1(τ)Φ
−1
1 (t)‖ 6 K1e

−β(τ−t)e(n−1)αt, β = λ− 3nα. (52)

Выберем α так, чтобы было выполнено

β > 0. (53)

Решение системы (51) с начальными данными (23) при τ ∈ [τ1,∞) принимает вид

z(τ) = Φ1(τ)Φ
−1
1 (τ1)z(τ1) +

∫ τ

τ1

Φ1(τ)Φ
−1
1 (t)e3nαt×

×
[
R1

(
e−3nαtz,M(t)e−3nαtz, x̄, t

)
+R2

(
e−3nαtz,M(t)e−3nαtz, x̄, t

)
+

+R3

(
e−3nαtz,M(t)e−3nαtz, t

)
+R4

(
e−3nαtz,M(t)e−3nαtz, x̄, t

)]
dt, (54)

а при τ ∈ [0, τ1]—

z(τ) = Φ1(τ)c
(4n−1)(0) +

∫ τ1

0

Φ1(τ)Φ
−1
1 (t)e3nαt×

×
[
R1

(
e−3nαtz,M(t)e−3nαtz, x̄, t

)
+R2

(
e−3nαtz,M(t)e−3nαtz, x̄, t

)
+

+R3

(
e−3nαtz,M(t)e−3nαtz, t

)
+R4

(
e−3nαtz,M(t)e−3nαtz, x̄, t

)]
dt. (55)

В свою очередь из (54), (55) с учетом (25)–(27), (29), (50) и (52) в области (5)
(при замене c на z), (16) имеем оценки:

‖z(τ)‖ 6 Ke−βτ‖Φ−1
1 (τ1)‖‖z(τ1)‖+

∫ τ

τ1

K1e
−β(τ−t)(L̄e−ασ‖z(t)‖+ L4e

−αt‖x̄‖
)
dt (56)
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при τ ∈ [τ1,∞) и

‖z(τ)‖ 6 Ke−βτ‖c(4n−1)(0)‖+
∫ τ1

0

K1e
−β(τ−t)(L̄e−αt‖z(t)‖ + L4e

−αt‖x̄‖
)
dt (57)

при τ ∈ [0, τ1]. Константа L̄ зависит от области (5), (16).
Применяя к неравенствам (56), (57) известный результат [16], получим

‖z(τ)‖ 6 Ke−µτ‖Φ−1
1 (τ1)‖‖z(τ1)‖ +

∫ τ

τ1

K1e
−µ(τ−t)L4e

−αt‖x̄‖dt, τ ∈ [τ1,∞),

‖z(τ)‖ 6 Ke−µ1τ‖c(4n−1)(0)‖+
∫ τ1

0

K1e
−µ1(τ−t)L4e

−αt‖x̄‖dt, τ ∈ [0, τ1],

(58)

где µ = β −K1L̄e
−ατ1 , µ1 = β −K1L̄.

Используя условие (53), зафиксируем τ1 > 0 так, чтобы было выполнено нера-
венство µ > 0. Далее, ограничим выбор α > 0 условием α < µ. Тогда после интегри-
рования вторых слагаемых правых частей оценок (58) имеем неравенства

‖z(τ)‖ 6 Ke−µτ‖Φ−1
1 (τ1)‖‖z(τ1)‖+K2e

−ατL4‖x̄‖, τ ∈ [τ1,∞), K2 > 0,

‖z(τ)‖ 6 K3‖c(4n−1)(0)‖+K4L4‖x̄‖, τ ∈ [0, τ1], K3,K4 > 0.

На основании (23), (27) в области ‖x̄‖ < ε̄ последние две оценки можно записать
в виде одного неравенства

‖z(τ)‖ 6 K5e
−ατ‖x̄‖, τ ∈ [0,∞), K5 > 0. (59)

В (59) константа K5 зависит от области (5), (16) и константы τ1. Воспользовавшись
(29), (48), (50), (59), получим оценку ‖d(τ)‖:

‖d(τ)‖ 6 ‖M(τ)‖e−3nατK5e
−ατ‖x̄‖ 6 K6e

−(2n−1)ατ‖x̄‖, τ ∈ [0,∞), K6 > 0. (60)

Положим величину ε > 0 в условии теоремы равной ε = min{ε̄, C1/K5, N/K6}.
В результате показано, что решение системы (51) с начальными данными (50), (23)
при ‖x̄‖ < ε не покинет область ‖z‖ < C1, экспоненциально убывает и при этом со-
гласно (60) соответствующая функция d(τ) удовлетворяет ограничению (5). Кроме
того, если это решение подставить в формулы (50), (29) и вернуться к переменным
c(τ) по формулам (20), (17), то будем иметь решение задачи (12), (13). Далее, возвра-
щаясь к исходным зависимым и независимым переменным по формулам (14), (11),
(7) и переходя к пределу при t→ 1 согласно замечанию 1, получим решение исходной
задачи (1), (6). Теорема доказана.

Алгоритм решения поставленной задачи состоит из следующих этапов.

1. Построение вспомогательной системы (21). Выполняется аналитическими мето-
дами.

2. Решение задачи стабилизации системы (28) аналитическими методами. В ре-
зультате находится управление вида (29).

3. Решение задачи Коши для вспомогательной системы (21), замкнутой обратной
связью (29). Выполняется численными методами.

4. Возврат к исходным зависимым и независимым переменным. Выполняется ана-
литическими методами.
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6. Пример. Решение задачи перевода материальной точки в централь-
ном поле тяготения. В качестве иллюстрации эффективности предложенного мето-
да рассмотрим задачу перевода материальной точки, движущейся по круговой орбите
с постоянной скоростью в центральном поле тяготения с помощью реактивной силы.
Согласно [12] система уравнений в отклонениях относительно указанного движения
по круговой орбите и условия (6) имеют вид

ẋ1 = x2, ẋ2 = − ν

(r0 + x1)2
+

(χ0 + x3)
2

(r0 + x1)3
+ aru, ẋ3 = (r0 + x1)aψu, (61)

xi(0) = 0, xi(1) = x̄i, i = 1, 2, 3. (62)

где x1 = r− r0, x2 = ṙ, x3 = χ−χ0, χ0 = (νr0)
1/2, u = ṁ/m, r0 — радиус круговой ор-

биты, ṙ— радиальная скорость; χ— обобщенный импульс, ar, aψ — проекции вектора
относительной скорости отделяющейся частицы на направление радиуса и поперечное
направление соответственно (постоянные величины), m и ṁ— соответственно масса
и скорость изменения массы, ν = ν0M , ν0 — постоянная всемирного тяготения; M —
масса Земли, x = (x1, x2, x3)

T , u ∈ R1. Система (12) и условия (13) примут вид

dc1
dτ

= αe−ατ c2,
dc2
dτ

= αe−ατ
(
g(c1, c3) + ard

)
,

dc3
dτ

= αe−ατ (c1 + x̄1 + r0)aψd, (63)

g(c1, c3) = − ν

(r0 + c1 + x̄1)2
+

(χ0 + c3 + x̄3)
2

(r0 + c1 + x̄1)3
,

ci(0) = −x̄i, ci(τ) → 0 при τ → ∞, i = 1, 2, 3. (64)

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что x̄ = (x̄1, 0, 0)
T . Для решения зада-

чи (63), (64) необходимо выполнить семь преобразований типа (20):

c2 = z2 − e−ατg(x̄1), c1 = z1 +
1

2
e−2ατg(x̄1), z2 = w2 −

1

6
e−3ατ ∂g

∂c1
(x̄1)g(x̄1),

z1 = w1 +
1

24
e−4ατ ∂g

∂c1
(x̄1)g(x̄1), w2 = υ2 − e−5ατ ḡ,

w1 = υ1 + e−6ατ ¯̄g, υ2 = u2 − e−7ατ ¯̄̄g,

ḡ =
1

120

(
∂g

∂c1
(x̄1)

)2

g(x̄1)−
1

40

∂2g

∂c21
(x̄1)g

2(x̄1),

¯̄g =
1

720

(
∂g

∂c1
(x̄1)

)2

g(x̄1) +
1

240

∂2g

∂c21
(x̄1)g

2(x̄1),

¯̄̄g =
1

7

(
1

720

(
∂g

∂c1
(x̄1)

)3

g(x̄1) +
1

48

∂3g

∂c31
(x̄1)g

3(x̄1) +
1

40

∂g

∂c1
(x̄1)

∂2g

∂c21
(x̄1)g

2(x̄1)

)
.

(65)
Положим ar = 1. Матрицы P, Q и система, которая является аналогом системы

(28), примут вид
dc̄

dτ
= Pc̄+Qd, c̄ = (υ1, u2, c3)

T , (66)

P = αe−ατ




0 1 0
a21 0 a23
0 0 0


, Q =




0
αe−ατ

αe−ατ b+ α
2 e

−3ατaψ)


,

где a21 = ∂g
∂c1

(x̄1), a23 = ∂g
∂c3

(x̄1), b = (r0 + x̄1)aψ.
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Для решения задачи стабилизации системы (66) строим матрицу S={L1,L2,L3},
где L1 = Q, Li = PLi−1 − d

dτLi−1, i = 2, 3.
После преобразования c̄ = Sy, y = (y1, y2, y3)

T получим систему

dy1
dτ

= ϕ1(τ)y3 + d,
dy2
dτ

= y1 + ϕ2(τ)y3,
dy3
dτ

= y2 + ϕ3(τ)y3. (67)

Замена y3 = ψ(τ) приводит систему (67) к линейному уравнению третьего порядка

ψ(3)(τ) − ϕ3(τ)ψ
(2)(τ)−

(
2
dϕ3

dτ
+ ϕ2(τ)

)
ψ(1)(τ) −

(
d2ϕ3

dτ2
+
dϕ3

dτ
+ ϕ1(τ)

)
ψ(τ) = d.

(68)
Переменные y1, y2, y3 связаны с переменными ψ(2), ψ(1), ψ равенством

y = TΨ, T =




1 −ϕ3 −
(
dϕ3

dτ + ϕ3(τ)
)

0 1 −ϕ3

0 0 1


, Ψ = (ψ(2), ψ(1), ψ)T .

Пусть d = −
(
6+ϕ3

)
ψ(2)−

(
11 + 2 dϕ3

dτ + ϕ2

)
ψ(1)−

(
6 + d2ϕ3

dτ2 + dϕ3

dτ + ϕ1

)
ψ. После

подстановки d(τ) в (68) получим уравнение, корни характеристического уравнения
которого суть −1, −2, −3. Возвращаясь к исходным переменным, имеем

d = Γ(τ)T−1(τ)S−1(τ)c̄, Γ = −
(
6 + ϕ3, 11 + 2

dϕ3

dτ
+ ϕ2, 6 +

d2ϕ3

dτ2
+
dϕ3

dτ
+ ϕ1

)
.

(69)

Очевидно, управление (69) обеспечивает экспоненциальное убывание решений систе-
мы (66). На заключительном этапе решаем задачу Коши для системы, полученной из
системы (63) после замены фазовых координат по формулам (65) и замкнутой управ-
лением (69) в новых переменных, и осуществляем переход к исходным переменным.
При этом начальные данные для задачи Коши имеют вид

υ1(0) = −x̄1 −
g(x̄1)

2
− 1

24

∂g

∂c1
(x̄1)g(x̄1)− ¯̄g,

u2(0) = g(x̄1) +
1

6

∂g

∂c1
(x̄1)g(x̄1) + ḡ + ¯̄̄g, c3(0) = 0.

В процессе численного моделирования интегрировалась вспомогательная систе-
ма, полученная из системы (63), (69) после замены фазовых координат по формулам
(65) c начальными данными υ1(0), u2(0), c3(0) при x̄1 = 10м, r0 = 7 · 106 м, α = 0,1,
aψ = 0,1 на промежутке [0; 12,5]. Далее был выполнен переход от вспомогательных
переменных к исходным. На рисунке представлены графики управляющей функции
u(t) и соответствующих ей функций изменения фазовых координат x1(t), x2(t), x3(t)
в исходной независимой переменной t.

На основании результатов численного моделирования можно сделать следующие
выводы.

1. Наибольшие энергетические затраты для управляющего воздействия приходят-
ся на начальный период перевода и напрямую зависят от значения конечного
состояния x̄1.
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Управляющая функция (а); функции изменения фазовых координат (б ).

2. Максимальное отклонение конечного состояния по координате, допустимое для
реализации алгоритма, при заданном времени перехода составляет 100 м.

3. Численное моделирование рассмотренного примера легко реализуется на персо-
нальной ЭВМ средних возможностей.
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AN ALGORITHM OF SOLUTION OF A BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR
A NONLINEAR STATIONARY CONTROL SYSTEM IT MODELLING
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An algorithm for a control function construction is proposed. It is applicable for a wide class of stationary
nonlinear systems of ordinary differential equations. The control transfers system to a given final state and
obeys certain restrictions. The algorithm is easy to implement numerically. A sufficient condition of the
desired transfer function existance is constructed. A certain practical problem is considered and simulated
numerically with the presented method. Refs 16. Fig. 1.
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References

1. Zubov V. I., Lectures on control theory (2th ed., Lan’ Publ., Moscow, 2009) [in Russian].
2. Komarov V.A., “Design of constrained control signals for nonlinear non-autonomous systems”,

Automat. Rem. Contr. 45(10), 1280–1286 (1984).
3. Krishchenko A.P., “Controllability and attainability sets of nonlinear control systems”, Automat.

Rem. Contr. 45(6), 707–713 (1984).
4. Aeyels D., “Controllability for polynomial systems”, Lect. Notes Contr. and Inf. Sci. 63, 542–545

(1984).
5. Qin H., “On the controllability of nonlinear control system”, Comput. & Maths. with Appls. 10(6),

441–451 (1985).
6. Panteleev V.P., “Сontrollability of time-dependent linear systems”, Diff. Equat. 21(4), 623–628

(1985) [in Russian].
7. Korobov V. I., “Almost full controllability of linear stationary systems”, Ukranian Math. J. 38(2),

163–169 (1986) [in Russian].
8. Aisagaliev S. A., “On the theory of the controllability of linear systems”, Automat. Rem. Contr.

52(2/1), 163–171 (1991).
9. Berdyshev Yu. I., “On the construction of the reachability domain in one nonlinear problem”, J.

Comput. Sys. Sci. Int. 45(4), 526–531 (2006).
10. Kvitko A.N., “On one method of solving a boundary problem for a nonlinear nonstationary

controllable system taking measurement results into account”, Automat. Rem. Contr. 73(12), 2021–2037
(2012).

11. Kvitko A.N., Taran T. S., Firyulina O. S., “Control problem with incomplete information”, Proc.
IEEE Int. Conf. “Stability and Control Processes” in Memory of V. I. Zubov (SCP), Saint-Petersburg,
106–109 (2015).

12. Krasovsky N.N., Theory of motion control (Nauka Publ., Moscow, 1968) [in Russian].
13. Kabanov S. A. “Dynamic system optimization using correction of control structure parameters,”

Vestnik SPbSU. Series 1, 1(59), issue 2, 254–260 (2014) [in Russian].
14. He W., Ge S. S. “Vibration control of a flexible beam with output constraint”, IEEE T. Ind.

Electron. 62(8), 5023–5030 (2015).
15. Smirnov E. Ya., Stabilization of programmed motion (CRC Press, 2000).
16. Barbashin E.A., Introduction to the theory of stability (Wolters-Noordhoff, 1970).

Для цитирования: Квитко А.Н., Фирюлина О.С., Еремин А.С. Aлгоритм решения краевой
задачи для нелинейной управляемой системы и его численное моделирование // Вестник СПбГУ.
Математика. Механика. Астрономия. 2017. Т. 4 (62). Вып. 4. С. 608–621.
https://doi.org/10.21638/11701/spbu01.2017.409

For citation: Kvitko A.N., Firyulina O. S., Eremin A. S. An algorithm of solution of a boundary
value problem for a nonlinear stationary control system it modelling. Vestnik SPbSU. Mathematics.
Mechanics. Astronomy, 2017, vol. 4 (62), issue 4, pp. 608–621.
https://doi.org/10.21638/11701/spbu01.2017.409

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2017. Т. 4 (62). Вып. 4 621


