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ПРИБЛИЖЕНИЕ КРИВЫХ ЛОМАНЫМИ В Lp
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В статье найдено точное значение верхней грани отклонения в метрике Lp кривых Γ, за-
данных параметрическими уравнениями в m-мерном евклидовом пространстве от вписанных
в них интерполяционных ломаных на классе Hω1,...,ωm , заданном как произвольными, так и
выпуклыми модулями непрерывности ωi(t), i = 1, m. Решена задача отыскания верхних граней
отклонения параметрических заданных кривых Γ, G ∈ Hω1,ω2,...,ωm , координатные функции
ϕi(t) и ψi(t) (i = 1, m) которых соответственно принадлежат классу Hωi [0, L] (i = 1, m) и пе-
ресекаются в N (N ≥ 2) точках разбиения отрезка [0, L]. Полученные результаты являются
обобщением результата В. Ф. Сторчая о приближении непрерывных функций интерполяцион-
ными ломаными в метрике пространства Lp[0, L] (1 ≤ p ≤ ∞). Библиогр. 16 назв.

Ключевые слова: экстремальные задачи, теория приближения, параметрически заданные
кривые, интерполяционные ломаные, модуль непрерывности, выпуклые модули непрерывности.

В работе [1] рассмотрен вопрос о точной верхней оценке погрешности приближе-
ния кривых Γ, заданных параметрическими уравнениями

xi = ϕi(t), i = 1,m, 0 6 t 6 L, (1)

в m-мерном евклидовом пространстве Rm от вписанных в них интерполяционных
ломаных на некоторых классах кривых, задаваемых модулями непрерывности в мет-
рике пространства C[0, L]. В [2] найдены точные оценки погрешности приближения
производных координатных функций кривых от их соответствующих производных
интерполяционных ломаных в Rm для указанных классов функций. Полученные в [1]
и [2] результаты являются своеобразным распространением хорошо известных ре-
зультатов В. Н. Малоземова [3, 4] на случай приближения параметрически заданных
кривых из Rm.

Здесь мы продолжим исследование в этом направлении и изучим аналогичную
задачу в норме пространстваLp[0, L], 1 6 p 6 ∞. Отметим, что вопрос аппроксимации
кривых интерполяционными ломаными и сплайн-функциями ранее рассматривался,
например, в работах [5–11], а также в монографиях [12, 13].

Приведем необходимые определения и обозначения.
Пусть Hω[a, b]— класс функций f ∈ C[a, b], для любых двух точек t

′

, t
′′ ∈ [a, b],

удовлетворяющих условию

|f(t′)− f(t
′′

)| 6 ω(|t′ − t
′′ |),

где ω(t)— заданный на отрезке [0, b− a] модуль непрерывности, то есть непрерывная,
неубывающая и полуаддитивная на [0, b − a] функция, в нуле равная нулю. Если
ω(t) = Ktα, 0 < α 6 1, K > 0, класс Hω[a, b] называют классом Липщица порядка α
с константой K и пишут Hω[a, b] = KHα[a, b].

Через Hω1,...,ωm := Hω1,...,ωm [0, L] обозначим класс кривых Γ в Rm, задан-
ных параметрическими уравнениями (1) и таких, у которых координатные функции
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ϕi(t) ∈ Hωi [0, L] (i = 1,m). В случае, когда ωi(t) ≡ ω(t), i = 1,m, соответствующий
класс функций обозначим Hm,ω.

Обозначим через Lp[0, L], 1 6 p 6 ∞, — пространство суммируемых на [0, L] в p-й
(1 6 p < ∞) степени или измеримых существенно ограниченных (p = ∞) на [0, L]
функций f(t) с конечной нормой соответственно

‖f‖p := ‖f‖Lp[0,L] =




L∫

0

|f(t)|pdt




1/p

<∞ (1 6 p <∞),

‖f‖∞ := ‖f‖L∞[0,L] = vraisup
06t6L

|f(t)| (p = ∞).

Пусть кривая Γ задана параметрическими уравнениями (1), а кривая G— па-
раметрическими уравнениями yi = ψi(t), i = 1,m, 0 6 t < L, причем ϕi, ψi ∈
Lp[0, L], 1 6 p < ∞. Определим расстояние между кривыми Γ и G одним из сле-
дующих равенств:

ρ1(Γ, G)p =





m∑

i=1

L∫

0

|ϕi(t)− ψi(t)|pdt





1/p

, 1 6 p <∞;

ρ2(Γ, G)p =
m∑

i=1




L∫

0

|ϕi(t)− ψi(t)|pdt




1/p

, 1 6 p <∞;

ρ3(Γ, G)p = max
16i6m




L∫

0

|ϕi(t)− ψi(t)|pdt




1/p

, 1 6 p <∞.

Пусть ∆N : 0 6 t1 < . . . < tN 6 L— произвольное разбиение отрезка [0, L] и для
координатных функций кривых Γ и G выполнены равенства

ϕi(tk) = ψi(tk), i = 1,m, k = 1, N. (2)

Если P (t) ≡ P (ϕ1(t), . . . , ϕm(t)) ∈ Γ, Q(t) ≡ Q(ψ1(t), . . . , ψm(t)) ∈ G— точ-
ки, определяемые одним и тем же значением параметра t, то точки P (tk) :=
P (ϕ1(tk), . . . , ϕm(tk)) ∈ Γ и Q(tk) := Q(ψ1(tk), . . . , ψm(tk)) ∈ G, k = 1, N , при вы-
полнении равенства (2) совпадают, и кривые Γ и G в точках разбиения tk, k = 1, N ,
пересекаются. Равномерное разбиение отрезка [0, L] обозначим через ∆̄N = {tk :
tk = kL/N}Nk=0, а через ∆◦

N обозначим разбиение отрезка [0, L] точками t◦k =
(2k − 1)L/(2N), k = 1, N .

Если ρ(Γ, G; ∆N )— одно из расстояний ρi(Γ, G; ∆N ), i = 1, 3, между кривыми
Γ, G ∈ Rm, для которых выполняются равенства (2), то требуется найти величину

EN (Hω1,...,ωm ; ρ)p = inf
∆N

E(Hω1,...,ωm ,∆N ; ρ)p, (3)

где
E(Hω1,...,ωm ,∆N ; ρ)p = sup{ρ(Γ, G; ∆N)p : Γ, G ∈ Hω1,...,ωm}. (4)
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Имеет место следующее утверждение.
Теорема 1. Каковы бы ни были модули непрерывности ωi(t) (i = 1,m, 0 6 t 6

L), при всех 1 6 p <∞ имеют место равенства

EN (Hω1,...,ωm ; ρ1)p = EN (Hω1,...,ωm ; ∆◦
N ; ρ1)p = 2(2N)1/p





m∑

i=1

L/(2N)∫

0

ωpi (t)dt





1/p

, (5)

EN (Hω1,...,ωm ; ρ2)p = EN (Hω1,...,ωm ; ∆◦
N ; ρ2)p = 2(2N)1/p

m∑

i=1





L/(2N)∫

0

ωpi (t)dt





1/p

, (6)

EN(Hω1,...,ωm ; ρ3)p = EN(Hω1,...,ωm ; ∆◦
N ; ρ3)p = 2(2N)1/p max

16i6m





L/(2N)∫

0

ωpi (t)dt





1/p

.

(7)

Доказательство. Не умаляя общности, приводим доказательство равенства
(6), поскольку доказательства (5) и (7) проводятся по аналогичной схеме. Поль-
зуясь условиями (2) и неравенством Минковского для интегралов (см., например,
[14, с. 394])





L∫

0

|f(t) + g(t)|pdt





1/p

6





L∫

0

|f(t)|pdt





1/p

+





L∫

0

|g(t)|pdt





1/p

, p > 1,

для произвольных кривых Γ, G ∈ Hω1,...,ωm получаем

ρ2(Γ, G; ∆N ) =

m∑

i=1





L∫

0

|ϕi(t)− ψi(t)|pdt





1/p

=

=

m∑

i=1





L∫

0

|[ϕi(t)− ϕi(tk)] + [ψi(tk)− ψi(t)]|p dt





1/p

6

6

m∑

i=1





L∫

0

|ϕi(t)− ϕi(tk)|pdt





1/p

+

m∑

i=1





L∫

0

|ψi(t)− ψi(tk)|pdt





1/p

6

6 2

m∑

i=1





L∫

0

ωpi (|t− tk|)dt





1/p

. (8)

Так как неравенство (8) верно для любого tk ∈ ∆N , то в силу того, что моду-
ли непрерывности ωi(τ) являются непрерывными и неубывающими на отрезке [0, L]
функциями, запишем

min
k
ωpi (|t− tk| ) = ωpi (min

k
|t− tk| ), p > 1,
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а потому имеем

ρ2(Γ, G;∆N )p 6 2
m∑

i=1





L∫

0

ωpi (min
k

|t− tk| )dt





1/p

.

Последняя оценка точна на классе кривых Hω1,...,ωm , в чем легко убедиться, если
рассмотреть кривые Γ0 и G0 из этого класса с координатами соответственно

ϕi0(t) = −ψi0(t) = ωi(min
k

|t− tk|), 0 6 t 6 L, i = 1,m.

Таким образом, получаем

E(Hω1,...,ωm ; ∆N , ρ2)p = ρ2(Γ0, G0;∆N )p =

= 2

m∑

i=1





L∫

0

ωpi (min
k

|t− tk|)dt





1/p

, 1 ≤ p <∞. (9)

Далее нам понадобится следующая лемма.
Лемма. Пусть ϕi(t) (i = 1,m)— неубывающие и неотрицательные на отрезке

[0, b− a] функции. При фиксированном N ∈ N разбиению

δN := {τk : a 6 τ1 < τ2 < . . . < τN 6 b}
сопоставим функции

µi(δN , t) = ϕi(min
k

|t− τk|), i = 1,m, a 6 t 6 b.

Тогда при любом 1 6 p <∞ справедливы неравенства

b∫

a

µpi (δN , t)dt >

b∫

a

µpi (δ̄N , t)dt, i = 1,m, (10)

где
δ̄N :=

{
τ◦k : τ◦k = a+ (2k − 1)(b− a)/(2N), k = 1, N

}
.

Доказательство. Отметим, что сформулированная лемма является несложной
модификацией леммы 8.2.9 из [14, с. 369], но мы, ради полноты, приведем ее доказа-
тельство. Если полагать z0 = a, zk = (τ◦k + τ◦k+1)/2, k = 1, N − 1, zN = b, то в силу
монотонности функции µpi имеем

µpi (δ̄N , t) = ϕpi (|t− τ◦k |), zk−1 6 t 6 zk, k = 1, N.

Простые вычисления приводят к соотношению

b∫

a

µpi (δ̄N , t)dt =

N∑

k=1

zk∫

zk−1

ϕpi (|t− τ◦k |)dt =

=

N∑

k=1




τ◦

k∫

zk−1

ϕpi (τ
◦
k − t)dt+

zk∫

τ◦

k

ϕpi (t− τ◦k )dt


 = 2N

(b−a)/(2N)∫

0

ϕpi (t)dt. (11)
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С другой стороны, из определения функций µpi (δN , t) следует, что произвольному
разбиению δN можно сопоставить наборы чисел α1, α2, . . . , α2N такие, что α1 + α2 +
· · ·+ α2N = b− a и

b∫

a

µpi (δN , t)dt =
2N∑

ν=1

Φi(αν), i = 1,m, (12)

где Φi(t) =
t∫
0

ϕpi (u)du, i = 1,m, 0 6 t 6 b − a, 1 6 p <∞.

Покажем, что Φi(t) (i = 1,m) являются выпуклыми вниз на отрезке [0, b − a]
функциями. В самом деле, для любых двух точек t

′

, t
′′ ∈ [0, b− a] таких, что t

′

< t
′′

,
имеем

Φi(t
′

) + Φi(t
′′

)− 2Φi

(
t
′

+ t
′′

2

)
=

t
′′∫

(t′+t′′ )/2

ϕpi (u)du−
(t

′

+t
′′

)/2∫

t′

ϕpi (u)du >

> ϕpi

(
t
′

+ t
′′

2

)
· t

′′ − t
′

2
− ϕpi

(
t
′

+ t
′′

2

)
· t

′′ − t
′

2
= 0.

В силу неравенства Иенсена для выпуклых вниз функций (см., напр., [15, с. 92]) имеем

2N∑

ν=1

Φi(αν) > 2NΦi

(
1

2N

2N∑

ν=1

αν

)
= 2NΦi

(
b− a

2N

)
= 2N

(b−a)/(2N)∫

0

ϕpi (u)du. (13)

Из равенства (12) в силу неравенства (13) получаем

b∫

a

µpi (δN , t)dt > 2N

(b−a)/(2N)∫

0

ϕpi (u)du,

а последнее соотношение в связи с (11) эквивалентно требуемому неравенству (10),
откуда и вытекает утверждение леммы.

Применяя доказанную лемму к правой части (9), сразу получаем

EN (Hω1,...,ωm ; ρ2)p = E(Hω1,...,ωm ; ∆̄N , ρ2)p =

= 2

m∑

i=1




2N

L/(2N)∫

0

ωpi (t)dt





1/p

= 2(2N)1/p
m∑

i=1





L/(2N)∫

0

ωpi (t)dt





1/p

, 1 ≤ p <∞,

откуда и следует требуемое равенство (6), чем и завершаем доказательство теоремы 1.
Следствие 1. В условиях теоремы 1 справедливы равенства

EN(Hm,ω; ρ1)p = 2


2Nm

L/(2N)∫

0

ωp(t)dt




1/p

,
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EN(Hm,ω; ρ2)p = 2m


2N

L/(2N)∫

0

ωp(t)dt




1/p

,

EN (Hm,ω; ρ3)p = 2


2N

L/(2N)∫

0

ωp(t)dt




1/p

.

Следующая теорема в определенном смысле является обобщением и распростра-
нением известного результата В. Ф. Сторчая [16] об отклонении ломаных в метрике
Lp[0, 1], 1 6 p < ∞, на случай отклонения пространственных кривых от вписанных
в них интерполяционных ломаных в метрике Lp[0, L], 1 6 p <∞.

Теорема 2. Пусть ΓN — вписанная в кривой Γ ⊂ Hω1,...,ωm ломаная с верши-
нами в точках Pk := P (ϕ1(kh), . . . , ϕm(kh)), k = 0, N, h = L/N, соответствующих
разбиению ∆̄N = {tk : tk = kL/N}Nk=0 отрезка [0, L]. В предположении, что ωi(t)
(i = 1,m, 0 6 t 6 L)— выпуклые модули непрерывности, справедливы равенства

E(Hω1,...,ωm , ∆̄N ; ρ1)p =


2N

m∑

i=1

L/(2N)∫

0

ωpi (t)dt




1/p

, (14)

E(Hω1,...,ωm , ∆̄N ; ρ2)p =

m∑

i=1


2N

L/(2N)∫

0

ωpi (t)dt




1/p

, (15)

E(Hω1,...,ωm , ∆̄N ; ρ3)p = max
16i6m


2N

L/(2N)∫

0

ωpi (t)dt




1/p

. (16)

Доказательство. Как и при доказательстве предыдущей теоремы, не ограни-
чивая общности, приводим доказательство только соотношения (14). Очевидно, па-
раметрическое уравнение звена ломаной ΓN , соединяющей точки Pk и Pk+1, имеет
вид

l(ϕi; t) = ϕi(tk) + (t− tk)h
−1[ϕi(tk+1)− ϕi(tk)], i = 1,m, (17)

где tk 6 t 6 tk+1. Используя представление (17), для t ∈ [tk, tk+1] запишем

ϕi(t)− l(ϕi; t) = (tk+1 − t)h−1[ϕi(t)− ϕi(tk)] + (t− tk)h
−1[ϕi(t)− ϕi(tk+1)]. (18)

В [16] доказано, что при любом t ∈ [tk, tk+1] имеет место неравенство

tk+1∫

tk

|ϕi(t)− l(ϕi; t)|pdt 6 2

L/(2N)∫

0

ωpi (t)dt, 1 6 p 6 ∞. (19)

Пользуясь неравенством (19), получаем
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ρ1(Γ,ΓN ; ∆̄N )p =





m∑

i=1

L∫

0

|ϕi(t)− l(ϕi; t)|pdt





1/p

=

=





m∑

i=1

N−1∑

k=0

t◦k+1∫

t◦
k

|ϕi(t)− l(ϕi; t)|pdt





1/p

6




2N

m∑

i=1

L/(2N)∫

0

ωpi (t)dt





1/p

. (20)

Докажем, что существует кривая Γ ⊂ Hω1,...,ωm , для которой неравенство (20) обра-
щается в равенство. Пусть Γ∗ — кривая, координатные функции которой определены
на отрезке [0, L] равенствами

ϕ∗
i (t) =




ωi(t− tk), tk 6 t 6 tk + L/(2N),

ωi(tk+1 − t), tk + L/(2N) 6 t 6 tk+1, k = 0, N − 1, i = 1,m,

где ωi(t)— выпуклые вверх модули непрерывности на отрезке [0, L]. Очевидно, что
кривая Γ∗ ∈ Hω1,...,ωm . Поскольку ϕ∗

i (tk) = 0, k = 0, N − 1, i = 1,m, то l(ϕ∗
i , tk) = 0,

k = 0, N − 1, i = 1,m, а потому имеем

ρ1(Γ
∗,Γ∗

N ; ∆̄N )p =





m∑

i=1

L∫

0

|ϕ∗
i (t)− l(ϕ∗

i , tk)|pdt





1/p

=





m∑

i=1

L∫

0

|ϕ∗
i (t)|pdt





1/p

=

=





m∑

i=1

N−1∑

k=0

tk+1∫

tk

|ϕ∗
i (t)|pdt





1/p

=




2N

m∑

i=1

L/(2N)∫

0

ωpi (t)dt





1/p

, 1 6 p 6 ∞,

откуда и следует равенство (14), чем и завершаем доказательство теоремы 2.
Из доказанной теоремы 2 вытекает следующее утверждение.
Следствие 2. В условиях теоремы 2 имеют место равенства

EN (Hm,ω; ρ1)p =




2mN

L/(2N)∫

0

ωp(t)dt





1/p

,

EN (Hm,ω; ρ2)p = m




2N

L/(2N)∫

0

ωp(t)dt





1/p

,

EN(Hm,ω; ρ3)p =




2N

L/(2N)∫

0

ωp(t)dt





1/p

.

В частности, если ω(t) = Ktα, 0 < α 6 1, K > 0, то при всех 1 6 p < ∞ имеют
место равенства

EN(KHm,α; ρ1)p =
K(mL)1/p

p
√
αp+ 1

(
L

2N

)α
,
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EN(KHm,α; ρ2)p =
mK(L)1/p

p
√
αp+ 1

(
L

2N

)α
,

EN (KHm,α; ρ3)p =
K(L)1/p

p
√
αp+ 1

(
L

2N

)α
.
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С в е д е н и я о б а в т о р е
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APPROXIMATION OF CURVES BY BROKEN LINES IN Lp

Adolat A. Shabozova

Tajik National University, pr. Rudaki, Dushanbe, 17, Tajikistan; adolat@mail.ru

In this paper was found the exact values of upper bounds deviation in Lp[0, L] (1 6 p < ∞) metrics
of curve Γ, defined by parametric equations in n-dimensional space of inscribed in its at the points
tk = kL/N, k = 0, N a broken line on the Hω1,...,ωm class given both as an arbitrary or convex modulus
of continuity ωi(t), i = 1, m. The problem of finding the upper bounds of deviation of parametric given
curves Γ, G ∈ Hω1,ω2,...,ωm coordinate functions ϕi(t) and ψi(t) (i = 1, m) of which respectively belong
to the class Hωi [0, L] (i = 1, m) intersect in N (N ≥ 2) points of the partition to the segment [0, L].
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The obtained results are generalizations of the result of V. F. Storchai on the approximation of continuous
functions by interpolation polygonal lines in the metric of the space Lp[0, L] (1 ≤ p ≤ ∞). Refs 16.

Keywords: extreme problems, approximation theory, parametrically defined curves, interpolation
polygonal lines, modulus of continuity, convex moduli of continuity.
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