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ПРИ НАЛИЧИИ ИСПАРЕНИЯ СО СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ
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Рассматривается плоская установившаяся фильтрация в безнапорном пласте к несовер-
шенной галерее при наличии испарения со свободной поверхности грунтовых вод. Для изучения
влияния испарения формулируется и с применением метода П. Я. Полубариновой-Кочиной ре-
шается смешанная многопараметрическая краевая задача теории аналитических функций. На
базе предлагаемой модели разрабатывается алгоритм расчета фильтрационных характеристик
потока и приводится гидродинамический анализ зависимостей влияния всех физических пара-
метров схемы на дебит галереи и ординату точки выхода кривой депрессии на непроницаемый
экран. Библиогр. 21 назв. Ил. 5. Табл. 2.
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1. Введение. Как известно [1–5], решение задачи о притоке жидкости к несовер-
шенной скважине с затопленным фильтром (т. е. осесимметричной задачи) в точной
гидродинамической постановке, особенно для потока со свободной поверхностью свя-
зано с большими математическими трудностями и до настоящего времени не найдено.
Поэтому в качестве первого приближения к решению этой проблемы были рассмотре-
ны некоторые плоские аналоги-задачи о фильтрации к несовершенной прямолиней-
ной галерее в безнапорном пласте [4, 5]. Следует отметить, что области комплексной
скорости указанных задач позволяют с помощью инверсии свести дело к прямоли-
нейным многоугольникам, применить формулу Кристоффеля—Шварца [6] и таким
образом получить их решения.

В настоящей работе дается точное аналитическое решение задачи о фильтрации
к несовершенной галерее с затопленным фильтром при наличии испарения со сво-
бодной поверхности грунтовых вод. В этом случае в области комплексной скорости, в
отличие от [4, 5] возникают не прямолинейные, а круговые многоугольники, что не да-
ет возможности воспользоваться классическим интегралом Кристоффеля—Шварца.

Для решения задачи используется метод П. Я. Полубариновой-Кочиной [1–3].
С помощью разработанных для областей специального вида [7–9], которые характер-
ны для задач подземной гидромеханики, способов конформного отображения кру-
говых многоугольников [10–13] решается смешанная многопараметрическая задача
теории аналитических функций.

Учет характерных особенностей рассматриваемого течения позволяет получить
решение через элементарные функции, что делает его использование наиболее про-
стым и удобным. Приводимый подробный гидродинамический анализ дает некоторое
представление о возможной зависимости параметров движения от степени несовер-
шенства галереи. Полученные результаты, по крайней мере, качественно могут быть
перенесены на случай скважин и трубчатых колодцев.
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2. Постановка задачи. На рис. 1 представлена картина плоского установивше-
гося течения жидкости в безнапорном пласте из бесконечности к несовершенной га-
лерее с уровнем воды H2, водоприемная часть которой BC (фильтр) имеет длину H1

и примыкает к водонепроницаемой подошве пласта AB. Верхней границей области
движения является свободная поверхность AED, с которой происходит равномер-
ное испарение интенсивности ε (0 < ε < 1). Фильтрация считается установившейся,
поэтому ордината свободной поверхности, возрастая по мере удаления от галереи
влево, вверх по потоку при x→ ∞, является неограниченной [4, 5]. Справа свободная
поверхность выходит на непроницаемый участок CD (экран). Грунт считается од-
нородным и изотропным, течение жидкости подчиняется закону Дарси с известным
коэффициентом фильтрации κ = const.

Рис. 1. Картина течения к несовершенной га-
лерее, рассчитанная при ε = 0.5, H = 3, L = 2,
H1 = 1, H2 = 1.4.

Решение задачи будем искать сначала для неограниченной области, а затем рас-
пространим полученные результаты на случай ограниченной слева области движения
некоторой эквипотенциалью A1A2, определяемой из решения.

Введем комплексный потенциал движения ω = ϕ + iψ (ϕ— потенциал скорости,
ψ— функция тока) и комплексную координату z = x+ iy, отнесенные соответственно
к κH и H , где H — напор в точке A.

Задача состоит в нахождении комплексного потенциала ω(z) как функции, ана-
литической в области фильтрации z и удовлетворяющей на границе области следую-
щим краевым условиям:

AED : φ = −y, ψ = −εx+Q; DC : x = 0, ψ = Q;

CB : x = 0, φ = −H2; BA : y = 0, ψ = 0.
(1)

Помимо положения свободной поверхности AED и, стало быть, ординаты H0 точки
выхода кривой депрессии на непроницаемый экран определению подлежит также
фильтрационный расход Q.

3. Построение решения. Для решения задачи используем метод П. Я. Полуба-
риновой-Кочиной, который основан на применении аналитической теории линейных
дифференциальных уравнений класса Фукса [1–3, 6].
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Введем вспомогательную каноническую переменную ζ и функцию z(ζ), конформ-
но отображающую верхнюю полуплоскость ζ на область течения z при соответствии
точек ζD = 0, ζE = e, ζA = 1, ζC = ∞, а также функции dω/dζ и dz/dζ.

Обратимся к области комплексной скорости w, соответствующей граничным
условиям (1), которая изображена на рис. 2. Эта область, представляющая собой кру-
говой четырехугольник ACDE с разрезом с вершиной в точке E (соответствующей
точке перегиба кривой депресии) и углом πv = 2 arctg

√
ε при вершине A, принад-

лежит классу многоугольников в полярных сетках [7–9] и была исследована ранее
[10–13]. Важно подчеркнуть, что подобные области, несмотря на свой частный вид,
весьма типичны и характерны для многих задач подземной гидромеханики: при
фильтрации из каналов, оросителей и водоемов, при течениях пресных вод над поко-
ящимися солеными, в задачах обтекания шпунта Жуковского при наличии соленых
подпорных вод [1–3] (см. также [14–21]).

Рис. 2. Область комплексной скорости w.

Круговому четырехугольнику ACDE в плоскости w соответствует следующее
дифференциальное уравнение класса Фукса с четырьмя регулярными особыми точ-
ками [1–3, 6]:

Y ′′ +

(
1

2ζ
+

1− ν

ζ − 1
− 1

ζ − e

)
Y ′ +

ν(ν + 1)ζ + λ

4ζ(ζ − 1)(ζ − e)
Y= 0. (2)

Хорошо известно [1–3, 6], что при интегрировании уравнений подобного рода
возникают трудности принципиального характера. Они обусловлены тем, что коэф-
фициенты уравнения (2) помимо неопределенного аффикса e содержат еще и допол-
нительный (акцессорный) параметр λ, также неизвестный заранее, и до сих пор не
существует какого-либо эффективного способа их нахождения.

Замена переменной ζ = th2 t переводит верхнюю полуплоскость ζ в горизонталь-
ную полуполосу Re t > 0, 0 < Im t < 0.5π вспомогательной параметрической перемен-
ной t (рис. 3), а интегралы Y уравнения (2), которые построены по методике [10–13],
преобразует к виду

Y1 =
ch t ch νt+ C sh t sh νt

ch1+νt
, Y2 =

ch t sh νt+ C sh t ch νt

ch1+νt
,

где C (C 6= 1) — некоторая подходящая вещественная постоянная. Тогда функция,
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Рис. 3. Область вспомогательной параметрической
переменной t.

совершающая конформное отображение полуполосы на область комплексной скоро-
сти w, принимает вид

w = −√
εi

√
ε(ch t ch νt+ C sh t sh νt) + i(ch t sh νt+ C sh t ch νt)

ch t ch νt+ C sh t sh νt− i
√
ε(ch t sh νt+ C sh t ch νt)

. (3)

Определяя характеристические показатели функций dω/dt и dz/dt около регу-
лярных особых точек [1–3, 6], учитывая, что w = dω/dz, и принимая во внимание
соотношение (3), придем к зависимостям

dω

dt
= iM

√
ε(ch t ch νt+ C sh t sh νt) + i(ch t sh νt+ C sh t ch νt)

∆(t)
, (4)

dz

dt
=
M√
ε

ch t ch νt+ C sh t sh νt− i
√
ε(ch t sh νt+ C sh t ch νt)

∆(t)
, (5)

∆(t) =
√
sh2 t+ ch2 b, (6)

где M > 0— масштабная постоянная моделирования, b (0 < b < ∞) — неизвестная
абсцисса точки B в плоскости t.

Можно проверить, что функции (4) удовлетворяют граничным условиям (1), пе-
реформулированным в терминах функций dω/dt и dz/dt, и, таким образом, являются
параметрическим решением исходной краевой задачи. Запись представлений (4) для
разных участков границы полуполосы с последующим интегрированием по всему кон-
туру вспомогательной области параметрической переменной t приводит к замыканию
области течения и, тем самым, служит контролем вычислений.

В результате получаем выражения для уровня воды H2 в галерее и длины H1 ее
водоприемной части, а также уравнения для координат точек свободной поверхности
ACDE в параметрической форме:

∫ 0.5π

0

[ΦDC(t) + YDC(t)]dt+H1 = H2,

∫ b

0

YCB(t)dt = H1, (7)

x(t) = −
∫ t

0

XDA(t)dt, y(t) = H0 +

∫ t

0

YDA(t)dt (0 ≤ t ≤ ∞). (8)

Предположим теперь, что на некотором расстоянии L от галереи путем замера
найдено положение кривой депрессии: h = H , т. е. известно значение потенциала
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ω = −H + iQ в точке A2. Тогда, используя уравнения (8) кривой депрессии ACDE и
соответствие точек A2, получим выражения для геометрических размеров

L =

a2∫

0

XDA(t)dt, H =

a2∫

0

YDA(t)dt +

0.5π∫

0

YDC(t)dt+

b∫

0

YCB(t)dt, (9)

а также искомых выражений для фильтрационного расхода Q и ординаты H0 точки
выхода свободной поверхности на экран

Q =

b∫

0

ΨCB(t)dt, H0 = H −
a2∫

0

ΦDA(t)dt. (10)

Контролем счета служат другие выражения для величины H0:

H0 = H2 −
0.5π∫

0

ΦDC(t)dt, H0 = H1 +

0.5π∫

0

YDC(t)dt. (11)

В формулах (4)–(11) подынтегральные функции представляют собой выражения пра-
вых частей равенств (4), (5) на соответствующих участках контура вспомогательной
области t.

4. Расчет схемы течения и анализ численных результатов. Представле-
ния (4)–(11) содержат четыре неизвестные постоянные M , C, b и a2. Параметры b
(0 < b < ∞), a2 (0 < a2 < ∞), C (C 6= 1) определяются из уравнений (7) и (9)
для задаваемых величин H1, H2 (H1 ≤ H2 < H) и L, постоянная моделирования M
при этом исключится из второго уравнения (9), фиксирующего ординату задаваемой
точки A2. После определения неизвестных постоянных последовательно находится
фильтрационный расход Q и ордината H0 точки выхода кривой депрессии на непро-
ницаемый участок DC по формулам (10) и координаты точек кривой депрессии AED
по формулам (8).

Рассмотрение участка A1B водонепроницаемой подошвы пласта, в точке A1 ко-
торой имеем ω ≈ −H , z ≈ −L1, приводит к двум следующим уравнениям:

a1∫

b

ΦBA1
(t)dt = H −H2, L1 =

a1∫

b

XBA1
(t)dt. (12)

Первое из них позволяет определить прообраз точки A1 на плоскости t, т. е. величину
a1 (b < a1 <∞), а второе — по найденному из этого уравнения значению a1 вычислить
длину L1 участка подошвы A1B. Иными словами, формулы (12) позволяют найти
координаты точкиA1 выхода на подошву пласта эквипотенциали, исходящей из точки
A2(−L,H).

На рис. 1 изображена картина течения, рассчитанная при ε = 0.5, H = 3, L = 2,
H1 = 1, H2 = 1.4. Результаты расчетов влияния определяющих физических пара-
метров ε, H , L, H1, H2 на величины Q и H0 приведены в табл. 1, 2. На рис. 4 и 5
представлены зависимости Q (кривые 1 ) и H0 (кривые 2 ) от параметров ε, H , L,
H1 и H2.

Анализ данных таблиц и графиков позволяет сделать следующие выводы.
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Рис. 4. Зависимости величин Q и H0: от ε при
H = 3, L = 2, H1 = 1, H2 = 1.4 (а); от H при ε = 0.5,
L = 2, H1 = 1, H2 = 1.4 (б ); от L при ε = 0.5, H = 3,
H1 = 1, H2 = 1.4 (в).

Прежде всего обращает на себя внимание противоположный качественный ха-
рактер изменения величин Q, H0 и L1 при варьировании параметров ε и H (табл. 1):
уменьшение ε и увеличение H приводят к возрастанию дебита галереи, ординаты вы-
хода кривой депрессии на экран и длины L1, т. е. всех искомых параметров. Таким
образом, по отношению к фильтрации в пласте уменьшение интенсивности испарения
играет такую же роль, как и увеличение напора. При этом наибольшее влияние на
величины Q и H0 оказывает напор: при возрастании параметра H в 1.7 раза расход
и ордината увеличиваются соответственно на 181 и 135.5%.

Таблица 1. Результаты расчетов величин Q, H0 при варьировании ε, H, L, H1, H2

ε Q H0 H Q H0 L Q H0 H1 Q H0 H2 Q H0

0.01 1.25 2.29 2.9 1.04 1.69 1.2 1.59 2.19 0.9 1.11 1.83 1.09 1.38 1.34
0.10 1.24 2.18 3.5 1.64 2.24 1.7 1.36 1.96 1.1 1.16 1.70 1.19 1.25 1.58
0.30 1.21 1.96 4.5 2.53 2.38 1.8 1.29 1.89 1.2 1.19 1.63 1.29 1.20 1.68
0.50 1.14 1.77 5.0 2.92 3.98 2.0 1.14 1.77 1.4 1.20 1.45 1.40 1.14 1.77

Существенный интерес представляют зависимости расхода галереи и ординаты
точки выхода свободной поверхности на экран от уровня воды H2 в галерее, а также
от степени заглубления экрана, т. е. от величины H1 при фиксированных ε, H и L.
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Рис. 5. Зависимости величин Q и H0: от длины
фильтра H1 при ε = 0.5, H = 3, L = 2, H2 = 1.4 (a);
от уровня воды в галерее H2 при ε = 0.5, H = 3, L = 2,
H1 = 1 (б ).

Здесь так же, как и в отношении параметров ε и H наблюдается противоположный
качественный характер изменения величин Q, H0, а также L1 при варьировании H1

и H2. Видно, что увеличение уровня воды в галерее и уменьшение заглубления экрана
сопровождаются уменьшением расхода и длины участка A1B и подъемом свободной
поверхности, что, в свою очередь, выражается в увеличении H0; оба эти фактора
характеризуют усиление подпора.

Таблица 2. Результаты расчетов величин L1 при варьировании ε, H, L, H1, H2

ε L1 H L1 L L1 H1 L1 H2 L1

0.01 2.639 2.9 2.001 1.0 1.429 0.9 2.013 1.09 2.236
0.10 2.439 3.0 2.035 1.7 1.823 1.1 2.052 1.19 2.125
0.30 2.178 4.0 2.412 1.9 1.962 1.2 2.065 1.29 2.084
0.50 2.035 5.0 2.659 2.1 2.109 1.3 2.074 1.40 2.035

Из табл. 1 и рис. 5 следует, что уменьшение параметров H1 и H2 соответственно
в 1.6 и 1.3 раза влечет изменение величиныQ на 21% (при фиксированииH1) и на 7.5%
(при фиксировании H2). Отмеченные закономерности приводят к заключению о том,
что дебит зависит от величины понижения уровня в несколько большей степени, чем
от несовершенства галереи (скважины, колодца).

Из рис. 4 и 5 видно, что для базового варианта зависимости расхода Q и ординаты
H 0 от всех параметров ε, H , L, H1, H2 близки к линейным.

Особый интерес представляет поведение фильтрационных характеристикQ иH0,
а также длины участка A1B непроницаемой подошвы, т. е. величины L1 от парамет-
ра L. В табл. 2 приведены результаты расчетов длины L1 при варьировании L. Видно,
что возрастание дебита галереи и ординаты выхода свободной поверхности на непро-
ницаемый экран при фиксировании параметров ε, H , H1 и H2 может происходить
только за счет уменьшения длины L.
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Заметно также, что при некотором удалении от галереи отклонение эквипотен-
циалей A2A1 от вертикальных прямых становится незначительным. Так, из табл. 2
следует, что для базового варианта ε = 0.5, H = 3, L = 2, H1 = 1.0, H2 = 1.4
соответствующее значение L1 равно 2.035 и, следовательно, L1 − L = 0.035. Для
других вариантов, которые содержатся в табл. 1 и 2, разность может достигать вели-
чин 0.001–0.009: например, при H = 2.9 имеем L1 = 2.001, так что L1 − L = 0.001.
Таким образом, на достаточном удалении от галереи, практически уже при L = 2
имеет место приближенное равенство L1 ≈ L, которое выполняется тем точнее, чем
больше H2 при данном H1 или чем меньше H1 при фиксированном H2. Сказанное
означает, что на указанном расстоянии эквипотенциали мало отличаются от отрез-
ков вертикальных прямых (см. рис. 1), и если ограничить область движения одной из
таких эквипотенциалей, то рассматриваемая задача близка к случаю фильтрации че-
рез земляную перемычку соответствующей ширины с вертикальными откосами при
наличии на низовом откосе непроницаемого экрана. Решение последней задачи при
ε = 0 в гидродинамической постановке приведено в [4].

Для выяснения вопроса о влиянии испарения со свободной поверхности потока
на фильтрационные характеристики рассмотрим вариант ε = 0.01, H = 1, L = 2.5,
H1 = 0.01, H2 = 0.4, для которого получены следующие значения: H0 = 0.641, L1 =
2.742. Сравнение этих результатов с подобным случаем, рассмотренным в [4, 5], но при
отсутствии испарения (ε = 0), для которого H0 = 0.717, L1 = 2.555, показывает, что
относительная погрешность составляет соответственно 10.6 и 7.3 %. С возрастанием
величины ε влияние испарения со свободной поверхности грунтовых вод становится
еще более значительным.

5. Заключение. Разработана методика построения точного аналитического ре-
шения задачи о движении жидкости к несовершенной галерее при наличии испаре-
ния со свободной поверхности грунтовых вод. Показано, что картина течения вблизи
непроницаемого экрана существенно зависит не только от степени несовершенства
галереи, но и от наличия испарения, что сильно отражается на дебите галереи и
ординате точки выхода кривой депрессии на экран. Полученные результаты дают
представление о возможной зависимости характеристик течения при рассмотрении
задачи о фильтрации уже к несовершенной скважине.
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ABOUT FLOW OF GROUND WATER TO IMPERFECT GALLERY IN
THE PRESENCE OF EVAPORATION WITH A FREE SURFACE
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The plane steady filtering depressurised to the formation of imperfect gallery in the presence of evaporation
from the free surface groundwater. To study the effect of evaporation is formulated and using the method
of P. Y. Polubarinova-Kochina solved multiparametric mixed boundary value problem of analytic function
theory. On the basis of the proposed model, an algorithm for calculating seepage flow characteristics and
provides hydrodynamic analysis of the impact of all the dependencies of physical parameters of the circuit
in flow rate ordinate galleries and exit points of the curve depression on an impermeable screen. Refs 21.
Figs 5. Tables 2.

Keywords: filtration, pressureless reservoir, imperfect gallery, ground water, free surface, evaporation,
complex velocity, conformal mappings, method of Polubarinova-Kochina.
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