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В работе продолжены исследования процесса диффузии вещества, попавшего на водную
поверхность, в частности, изучено влияние неравномерности начального распределения веще-
ства на динамические характеристики пятна загрязнения. Под пятном загрязнения понимается
область поверхности воды, для которой концентрация диффундирующего вещества выше за-
данной пороговой. С помощью метода Фурье получены аналитические решения краевых задач
для уравнения диффузии в неограниченных областях, содержащие специальные функции. Для
их анализа используются асимптотические и численные методы. Сделан вывод о том, что при
одинаковых объемах загрязнения его начальное распределение по поверхности оказывает сла-
бое влияние не только на время жизни пятна, но и на его максимальный радиус. В случае
равномерного распределения вещества найден максимальный размер пятна загрязнения и мо-
мент времени, когда он достигается. Библиогр. 7 назв. Ил. 3. Табл. 1.
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1. Введение. В статье [1] была решена краевая задача о распространении диф-
фундирующего вещества по поверхности воды, когда вещество с плотностью, мень-
шей плотности воды, в начальный момент времени попадало на свободную поверх-
ность водоема. Предполагалось, что диффундирующее вещество, равномерно распре-
деленное, занимает на поверхности воды круг заданного радиуса. Настоящая статья
посвящена вопросу влияния формы начального распределения диффундирующего
вещества на динамические характеристики области загрязнения.

2. Постановка задачи. Пусть на свободную поверхность безграничной жидко-
сти в начальный момент времени попало диффундирующее вещество, плотность ко-
торого меньше плотности воды. Будем считать, что жидкость идеальна, отсутствуют
поверхностные (ветровые) и внутренние течения, нет источников и стоков жидкости.
Задача состоит в определении зависимости размеров «пятна загрязнения» (области
свободной поверхности, занимаемой диффундирующим веществом, с концентрацией
выше пороговой) от времени.

В предположении, что коэффициент горизонтальной диффузии много больше
коэффициента вертикальной диффузии, математическая модель представляет собой
краевую задачу для двумерного уравнения диффузии:

∂c

∂t
= K

(
∂2c

∂x2
+
∂2c

∂y2

)
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с начальным условием

c(x, y, 0) =

{
c0, при 0 6 r 6 l,
0, при l > r

и граничными условиями

c = 0 при r → ∞,
∂c

∂n
= 0 при r = 0.

Здесь r =
√
x2 + y2, K — коэффициент горизонтальной турбулентной диффузии.

В [1] для функции концентрации в безразмерных переменных было получено
следующее выражение:

c(r, t) =

∞∫

0

e−λ
2tJ0(λr)F (λ)λdλ, (1)

где F (λ) =
∫∞
0 f(ξ)J0(λξ)ξdξ. Здесь функция f(ξ) описывает распределение вещества

в начальный момент времени, а J0(x) — функция Бесселя первого рода нулевого по-
рядка. Связь безразмерных и размерных (со знаком ∼) величин такова: c̃ = c/c0,
r̃ = r/l, t̃ = Kt/l2. Здесь l, c0 — характерные длина и концентрация, в качестве ко-
торых выбираются радиус пятна загрязнения (l) и концентрация диффундирующего
вещества (c0) в начальный момент времени.

В статье [1] был рассмотрен пример, в котором диффундирующее вещество в
начальный момент равномерно распределено по области начального загрязнения D:

c(r, 0) = f0(r) =

{
1, 0 6 r 6 1,
0, r > 1.

В этом случае F0(λ) = J1(λ)/λ.
Рассмотрим другие виды начального распределения концентрации и исследуем

зависимость параметров пятна загрязнения от начальной формы c(r, 0) = f(r). При
этом будем считать фиксированным количество диффундирующего вещества:

2π∫

0

1∫

0

fi(r)rdrdϕ =

2π∫

0

1∫

0

f0(r)rdrdϕ = π, i = 1, 2, 3.

Для линейной функции начального распределения концентрации f1(r) = 3(1− r)
при 0 6 r 6 1 можем записать

F1(λ) = 3

1∫

0

(1− ξ)J0(λξ)ξdξ =
3π

2

J1(λ)H0(λ) − J0(λ)H1(λ)

λ2
,

где Hn(x) — функции Струве [2], и

c(r, t) =
3π

2

∞∫

0

J0(λr)

λ

(
J1(λ)H0(λ) − J0(λ)H1(λ)

)
e−λ

2tdλ.
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Для квадратичной функции начального распределения концентрации f2(r) =
2(1− r2) при 0 6 r 6 1 имеем

F2(λ) =
4J2(λ)

λ2

и

c(r, t) = 4

∞∫

0

e−λ
2t J0(λr)

λ
J2(λ)dλ.

Для функции начального распределения концентрации вида f3(r) = 3
2

√
1− r2

при 0 6 r 6 1 получаем

F3(λ) =
3(sinλ− λ cosλ)

2λ3

и

c(r, t) =
3

2

∞∫

0

e−λ
2tJ0(λr)

sin λ− λ cosλ

λ2
dλ.

На рис. 1 приведены графики функции концентрации c(r, t) при различных фор-
мах начального распределения в моменты времени t1 = 0.1 и t2 = 0.5.

Рис. 1. Функции концентрации c(r, t1) и c(r, t2) для
разных форм начального загрязнения: f0(r)— черный,
f1(r) — красный, f2(r) — зеленый, f3(r) — синий.

Для больших значений времени t форма начального загрязнения слабо влияет
на распространение пятна.

3. Влияние начальных условий на время жизни пятна загрязнения.
Вычислим время жизни Ti пятна загрязнения для различных форм fi (i = 0, 1, 2, 3)
начального распределения диффундирующего вещества. Для этого положим r = 0
в выражении для концентрации (1), тогда будем иметь

c∗ =

∞∫

0

e−λ
2TiJ0(0)Fi(λ)λdλ.

Так как при достаточно малых значениях предельно допустимой концентрации
c∗ ≪ 1, время жизни пятна загрязнения велико Ti ≫ 1, можно использовать асимп-
тотический метод для вычисления интегралов в правой части (интегралы Лапласа).
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В случаях i = 0, 2, 3 интегралы могут быть вычислены в элементарных или спе-
циальных функциях. Разложение результатов в ряд по большому параметру Ti для
первых двух членов дает

c∗ = 1− e
− 1

4T0 ∼ 1

4T0
− 1

32T 2
0

,

c∗ = 4
(1
2
+ 2(e

− 1
4T2 − 1)T2

)
∼ 1

4T2
− 1

48T 2
2

,

c∗ =
3

2
− 3
√
T3D

(
1

2
√
T3

)
∼ 1

4T3
− 1

40T 2
3

,

где D(x) = e−x
2 ∫ x

0
ey

2

dy— интеграл Доусона [3]. В случае, когда прямое вычисле-
ние интеграла невозможно, используем асимптотическую формулу для вычисления
интеграла Лапласа (см. [4]):

c∗ =
1

4T1
− 3

160T 2
1

.

Легко заметить, что во всех случаях первое приближение для времени жизни
пятна одинаково:

T =
1

4c∗
(2)

и совпадает с найденным в статье [1]. Влиянием следующих членов при малых поро-
говых значениях c∗ можно пренебречь.

Рис. 2. Зависимость радиуса пятна загрязнения от времени. а — при всех значениях времени
t при c∗ = 0.001 (красный), c∗ = 0.0005 (синий), c∗ = 0.0001 (зеленый); б — при малых значениях
времени для начального распределения формы f2 (красный) и f0 (синий).

На рис. 2 приведены графики зависимостей радиуса пятна загрязнения от вре-
мени при c∗ = 0.001. Значения функции r(t) находятся численно из формулы (1) при
c(r(t), t) = c∗ и F (λ) = F0(λ).

На рис. 2, а построен график функции при всех значениях времени t при различ-
ных значениях параметра c∗. Заметим, что время жизни пятна загрязнения хорошо
согласуется с формулой (2). Качественное поведение графика совпадает с результа-
тами, приведенными в [5] для точечного источника в случае постоянного значения
коэффициента горизонтальной диффузии.

На рис. 2, б для небольших значений времени построена зависимость радиуса
пятна от времени при различных формах начального распределения диффундирую-
щего вещества. Очевидно, что при одинаковых объемах загрязнения его начальное
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распределение по поверхности оказывает слабое влияние на время жизни пятна и его
максимальный радиус. Это влияние заметно лишь в короткий промежуток времени
после начала распространения пятна и для больших значений пороговой концентра-
ции c∗.

Оценим этот промежуток в размерном времени t̃ = Kt/l2. В работах [6, 7] сооб-
щается о значениях коэффициента K, лежащих в диапазоне от 102м2/c до 104м2/c.
Если считать, что начальный радиус пятна не превышает 100 м, то получаем t̃ 6 100
сек при t = 1.

В следующем разделе рассмотрим только начальное распределение загрязнения
вида f0(r).

4. Определение максимального размера области загрязнения. Числен-
ные значения максимального радиуса пятна rm = r(Tm) и времени Tm, когда он
достигается, в зависимости от пороговой концентрации приведены в таблице.

Значения максимального радиуса пятна
и времени достижения максимального размера пятна

c∗ Tm rm
0.4 0.032 1.032
0.1 0.78 1.92
0.01 9.07 6.07
0.005 18.3 8.58
0.001 91.84 19.18
0.0005 183.3 27.12
0.0001 919.6 60.65

На рис. 3 в логарифмических осях изображены численно найденные точки
(Tm, c

∗) (красные) и (rm, c
∗) (синие).

Рис. 3. Зависимости максимального радиуса пятна
(синие точки) и времени достижения максимального раз-
мера пятна (красные точки) от параметра c∗. Линейные
зависимости, полученные методом аппроксимации, для ра-
диуса пятна (зеленая линия) и времени достижения мак-
симального размера пятна (синяя линия).

Заметно, что при малых значениях концентрации зависимости этих параметров
в логарифмических шкалах линейны. Поэтому интерполирующие функции следует
искать в виде rm(c∗) = α1(c

∗)β1 и Tm(c∗) = α2(c
∗)β2 . Метод наименьших квадратов
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дает α1 = 0.606, β1 = −0.50019 и α2 = 0.0906, β2 = −1.0016. Графики функций

rm(c∗) =
α1√
c∗

и Tm =
α2

c∗
(3)

изображены на рис. 3 сплошными линиями.
К сожалению, аналитическое выражение для коэффициентов α1 и α2 получить

не удалось. Время, при котором радиус пятна максимален, определяется из уравнения

∂c(r, t)

∂t
= −

∞∫

0

λ2J0(λr(t))J1(λ)e
−λ2tdλ = 0,

причем радиус r(t) задается неявно формулой (1). Попытка получения асимптотиче-
ской оценки rm для малых c∗ успехом не увенчалась.

Представление решения в виде рядов по гипергеометрическим функциям, как
это было предложено в [1],

c(r, t) =
1

4t2

∞∑

m=0

(−1)m(m+ 1)

m!

(
r2

4t

)m
2F1

(
−m,−m, 2, 1

r2

)

или

c(r, t) =
1

4t2

∞∑

m=0

(−1)m

m!

(
1

4t

)m
2F1

(
−m,−1−m, 1, r2

)

также оказалось неприменимо для решения рассматриваемой задачи. Дело в том,
что полученные ряды сходятся медленно и для адекватного представления решения
для времени t, для которого радиус пятна загрязнения максимален, нужно не менее
5-6-ти членов ряда. Соответственно получающиеся алгебраические уравнения име-
ют слишком высокий порядок для аналитического решения. Таким образом, вопрос
аналитического получения оценок (3) остается открытым.

5. Заключение. Получены выражения для концентрации диффундирующего
вещества и оценки времени жизни и размеров пятна загрязнения при различных
формах начального распределения диффундирующего вещества. При одинаковых
объемах загрязнения форма его начального распределения мало влияет на время
существования пятна загрязнения и его размер.
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Current research results on processes of diffusion of a substance on the water surface are reported.
In particular, the influence of initial distribution unevenness of the diffusing substance on dynamic
characteristics of the pollution spot is studied. The pollution spot is a domain of the surface, in which the
concentration of the diffusing substance is greater than a certain value. Using Fourier’s method analytical
solutions of boundary value problems for the diffusion equation are found in special functions in unbounded
domains. For their analysis asymptotic and numerical methods are used. It has been proved that at
identical volumes of pollution its initial distribution on a surface has weak impact not only on the spot’s
lifetime, but also on its maximum radius. In case of uniform distribution of the substance the maximum
size of the pollution spot and the timepoint when it is reached are found. Refs 7. Figs 3. Table 1.
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