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Верно ли, что через любую внутреннюю точку трехмерного выпуклого тела проходит
его плоское сечение со вписанным правильным шестиугольником, а через центр центрально-
симметричного выпуклого тела проходит плоское сечение со вписанным правильным восьми-
угольником? В работе эти утверждения доказаны для цилиндров специального вида. Библиогр.
4 назв.
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Говорим, что многоугольник вписан в выпуклую фигуру, если его вершины лежат
на ее границе. Всюду в дальнейшем под выпуклой фигурой (телом) понимаем ком-
пактное выпуклое множество с непустой внутренностью. Кажутся правдоподобными
следующие недоказанные утверждения. Через любую внутреннюю точку трехмер-
ного выпуклого тела проходит его плоское сечение со вписанным правильным ше-
стиугольником, а через центр центрально-симметричного выпуклого тела проходит
плоское сечение со вписанным правильным восьмиугольником. Ниже мы докажем
эти утверждения для цилиндров специального вида.

Теорема 1. Пусть C —прямой цилиндр с выпуклой фигурой F диаметра d в
качестве основания. Через любую точку цилиндра, удаленную не менее чем на 2d
от оснований, проходит плоское сечение цилиндра со вписанным правильным ше-
стиугольником.

Для доказательства теоремы 1 нам понадобятся следующие утверждения.

Лемма 1. Пусть C — бесконечный прямой цилиндр с выпуклой фигурой F в ка-
честве основания. Через любую точку цилиндра проходит плоское сечение цилиндра
со вписанным правильным шестиугольником.

Доказательство. Фигура F есть сечение C перпендикулярной образующим
цилиндра плоскостью. Согласно [1] в F вписан аффинный образ правильного ше-
стиугольника. Обозначим через a и b длины соответственно большой и малой осей
эллипса, вписанного в указанный шестиугольник. Проведем через большую ось эл-
липса плоское сечение C под углом arccos(b/a) к плоскости F . Спроектируем вдоль
образующих цилиндра C вышеописанный аффинно-правильный шестиугольник в по-
строенное сечение. В результате получим вписанный в сечение аффинно-правильный
шестиугольник со вписанным кругом, то есть правильный шестиугольник. Сдвигая в
направлении образующих цилиндра построенное сечение, мы покроем весь цилиндр
C. Лемма доказана.

Под шириной фигуры в направлении прямой понимаем расстояние между парал-
лельными данной прямой опорными прямыми к фигуре.

Лемма 2. Если в выпуклую фигуру вписан правильный шестиугольник, то от-
ношение ширины фигуры в любых двух направлениях не превосходит 2.
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Доказательство. Если в выпуклую фигуру вписан правильный шестиуголь-
ник, фигура содержится в правильной шестиугольной звезде, ограниченной продол-
жениями сторон шестиугольника. Максимальная ширина звезды вдвое больше мини-
мальной ширины шестиугольника. Лемма доказана.

Докажем теорему 1. Продолжив неограниченно образующие цилиндра C, полу-
чим бесконечный прямой цилиндр C1 с основанием F . Проведем через указанную в
теореме точку сечение C1 со вписанным правильным шестиугольником. Докажем от
противного, что это сечение не пересекает оснований цилиндра C. Если это не так,
ширина сечения в направлении большой оси эллипса больше 2d. В то же время ши-
рина основания F и рассматриваемого сечения равны в перпендикулярных большой
оси эллипса направлениях и не превосходят d, что противоречит лемме 2. Теорема 1
доказана.

Теорема 2. Пусть C —прямой цилиндр с выпуклой центрально-симметричной
фигурой F диаметра d в качестве основания. Если высота цилиндра не менее d

√
2,

через центр симметрии цилиндра проходит плоское сечение цилиндра со вписанным
правильным восьмиугольником.

Доказательство. В любую центрально-симметричную выпуклую фигуру впи-
сан аффинный образ правильного восьмиугольника с центром в центре фигуры [2, 3].
Поэтому совершенно аналогично леммам 1 и 2 доказываются нижеследующие леммы.

Лемма 3.Пусть C — бесконечный прямой цилиндр с центрально-симметричной
выпуклой фигурой F в качестве основания. Через любую точку цилиндра проходит
плоское сечение цилиндра с центром симметрии на оси симметрии цилиндра со
вписанным правильным восьмиугольником.

Лемма 4. Если в центрально-симметричную выпуклую фигуру вписан правиль-
ный восьмиугольник, то отношение ширины фигуры в любых двух направлениях не
превосходит

√
2.

Оставшаяся часть доказательства также аналогична проведенной в теореме 1.

Замечание. Верны аналогичные теоремы о существовании сечений с описанны-
ми правильными шестиугольниками и восьмиугольниками, так как в плоском случае
известны аналоги использованных выше результатов [1–3] об аффинно-правильных
шести- и восьмиугольниках для описанных в [4, с. 23].
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PLANAR SECTIONS OF 3-DIMENSIONAL CYLINDERS
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Is it true, that through every interior point of 3-dimensional convex body comes planar section with
inscribed regular hexagon, and through the center of 3-dimensional centrally-symmetric convex body
comes planar section with inscribed regular octagon? In paper this is proved for cylinders of special type.
Refs 4.
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