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В работе исследуются сечения VV- и VT-обменов в азоте и кислороде, а также сече-
ния реакции диссоциации молекулы азота N2, зависящие от колебательного состояния частиц.
Для VV- и VT-обменов были модифицированы исходные аппроксимации коэффициента ско-
рости реакции, позволившие применить к ним обратное преобразование Лапласа в аналити-
ческой форме. Получена удовлетворительная аппроксимация для коэффициента скорости ре-
акции диссоциации, пригодная для применения обратного преобразования Лапласа. Для всех
перечисленных реакций получены аналитические выражения для сечений. Построены графи-
ки в широком диапазоне энергий и колебательных уровней. Проведен анализ полученных ре-
зультатов. Показано, что сечения VV-обменов практически линейно возрастают с увеличением
энергии столкновения. Реакции VT-обмена и диссоциации имеют ярко выраженный пороговый
характер, сечения этих реакций ведут себя немонотонно. Порог диссоциации заметно сдвига-
ется в область более низких энергий с ростом колебательного уровня. Использование модели
твердых сфер приводит к существенной ошибке при расчете поуровневых сечений диссоциа-
ции. Результаты работы можно применять при решении задач неравновесной аэродинамики
методами прямого статистического моделирования. Библиогр. 23 назв. Ил. 4. Табл. 2.

Ключевые слова: неравновесная колебательно-химическая кинетика, сечения реакций, по-
уровневый коэффициент скорости диссоциации, коэффициенты скорости VV- и VT-обменов.

1. Введение. В работе решается задача о нахождении сечений столкновений
по известным поуровневым коэффициентам скоростей следующих процессов: VV-
обмена колебательными квантами в молекулах азота N2 и кислорода O2; VT-обмена
колебательной и поступательной энергией при столкновении молекулы и атома азота;
VT-обмена при столкновении молекулы и атома кислорода; реакции диссоциации
молекулы азота N2 при столкновении с атомом азота N.

Сечения обменов внутренней энергии и химических реакций, зависящие от ко-
лебательного состояния партнеров по столкновению, необходимы для решения задач
неравновесной газовой динамики методами прямого статистического моделирования
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(ПСМ), а также в кинетической теории для расчета коэффициентов переноса и попра-
вок первого порядка к коэффициентам скорости неравновесных реакций. В настоящее
время достоверных данных о сечениях физико-химических процессов в литературе
недостаточно. Во многих работах для расчета сечений используется модель твердых
сфер или сфер переменного диаметра (VSS), а зависимость сечений от уровней внут-
ренней энергии описывается с помощью стерических факторов, зачастую определяе-
мых эмпирически и вносящих заметную неопределенность в результаты [1]. Кван-
тово-кинетическая (Q-K) модель Бёрда [2], широко используемая в методах ПСМ,
по сути является феноменологической и имеет ограниченную область применимости.
Вычисление сечений методами молекулярной динамики [3–5] пока не удается непо-
средственно применять при решении задач неравновесной аэродинамики методами
ПСМ в связи с большими затратами времени и ресурсов. Все это обусловливает акту-
альность построения простых и достаточно надежных моделей поуровневых сечений
физико-химических процессов.

Задача о расчете сечений на основании данных о коэффициентах скоростей про-
цессов уже рассматривалась в ряде работ [6–14]. Идея метода принадлежит М. А. Ры-
далевской [6], в ее работах приводятся некоторые результаты для однотемпературно-
го приближения. В работе [7] изучались поуровневые сечения диссоциации молеку-
лы азота; обратное преобразование Лапласа получено путем минимизации квадрата
разницы между эталонными коэффициентами скорости диссоциации и коэффици-
ентами, полученными с помощью параметризации тестового сечения. Недостатком
данного подхода является невозможность получения аналитических выражений для
сечения диссоциации. Метод, используемый в данной работе, был предложен в рабо-
тах [8, 9] и применен для расчета поуровневых сечений диссоциации азота. Однако
в [8, 9] была использована неудачная аппроксимация для коэффициента скорости
реакции, что приводило к нефизичным результатам и, в частности, отрицательным
значениям сечений в некотором диапазоне энергий. Целью данной работы являет-
ся усовершенствование подхода, предложенного в [8], для отыскания поуровневых
сечений различных процессов в кислороде и азоте. С помощью обратного преобразо-
вания Лапласа получены аналитические выражения для сечений VV-, VT-обменов и
диссоциации, зависящие от колебательного состояния молекул.

2. Теоретическая модель. Будем рассматривать физико-химические процессы,
происходящие при столкновениях частиц. Уравнения для реакций VV-обмена имеют
вид

N2(i + 1) +N2(k) = N2(i) +N2(k + 1), (1)

O2(i+ 1) +O2(k) = O2(i) +O2(k + 1), (2)

где i, k—колебательные уровни молекул. Также рассматриваем VT-обмены при
столкновении с атомом:

N2(i) +N = N2(i
′) +N, (3)

O2(i) +O = O2(i
′) +O. (4)

Уравнение реакции диссоциации азота при столкновении с атомом имеет вид

N2(i) +N = N +N +N. (5)

Кинетическая теория дает следующее выражение для поуровневого коэффициен-
та скорости химической реакции или обмена энергией (в предположении, что сечение
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столкновения не зависит от вращательного уровня молекулы) [15]:

Ki (T ) =

(
8kT

πmcd

)1/2 ∫ ∞

0

exp

(
− E

kT

)
E

kT
σi(E)d

E

kT
, (6)

где Ki — коэффициент скорости реакции диссоциации VV- или VT-обменов, k— по-
стоянная Больцмана, T — температура в Кельвинах, E —поступательная энергия
сталкивающихся частиц, σi — сечение столкновения, mcd = mcmd/(mc+md)— приве-
денная масса сталкивающихся частиц сорта c и d. Для обменов колебательной энерги-
ей сечение и коэффициент скорости обмена зависят также от начального и конечного
колебательных состояний партнеров по столкновению.

Произведем замену в выражении (6):

t =
E

k
, x =

1

T
,

(
E

k

)
σi (E) = tσi (kt) = fi(t).

Тогда (6) принимает вид

K̃i (x) =

(
8k

πmcd

)1/2

x3/2
∫ ∞

0

exp(−tx )fi(t)dt. (7)

Выражение (7) представляет собой не что иное, как преобразование Лапласа, где
изображением является выражение

Fi (x) =

√
πmcd

8k
K̃i (x) x

−3/2. (8)

Таким образом, выражение для сечения реакции σi (E) может быть получено путем
применения обратного преобразования Лапласа к (8).

Следует отметить, что постановка задачи о решении уравнения (7) в общем слу-
чае некорректна, так как оператор, обратный к вполне непрерывному оператору (в
нашем случае это интеграл из правой части (7)), если он существует, не обязательно
является непрерывным. Однако в данной работе мы получаем сечения для конкрет-
ных частных случаев, которые проверяются сравнением с другими моделями.

3. Коэффициенты скорости VV- и VT-обменов. Для определения сечений
VV- и VT-обменов будем использовать аналитические аппроксимации траекторных
расчетов Г. Билинга [16, 17] коэффициентов скорости различных переходов колеба-
тельной энергии в молекулярных компонентах воздуха, приведенные в работе [18].
Все перечисленные ниже коэффициенты имеют размерность м3/с.

Для коэффициента Kk,k+1
i+1,i скорости VV-обмена в азоте (1) в работе [18] предло-

жена формула

Kk,k+1
i+1,i =2.5·10−20 (i+1) (k+1)

(
T

300

)3/2

e−δV V |i−k|
(
3

2
− 1

2
e−δV V |i−k|

)
, δV V =

6.8√
T
, (9)

где δV V —поправка на ангармоничность колебаний. Анализируя формулу (9), видим,
что она не подходит для применения к ней обратного преобразования Лапласа, так
как конечное выражение не представляется в элементарных функциях, а нашей це-
лью является получение аналитических выражений, пригодных для численных рас-
четов. В связи с этим в данной работе используется модификация формулы: вместо
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поправки на ангармоничность δV V была взята ее аппроксимация в форме c1 + c2/T ,
где c1 и c2 — коэффициенты, полученные методом наименьших квадратов. Итоговое
выражение для Kk,k+1

i+1,i выглядит так:

Kk,k+1
i+1,i = 2.5·10−20 (i+ 1) (k + 1)

(
T

300

)3/2

exp

{
−
(
0.042101+

117.0378

T

)
|i− k|

}
×

×
(
3

2
− 1

2
exp

{
−
(
0.042101+

117.0378

T

)
|i− k|

})
. (10)

Коэффициенты, рассчитанные по формуле (10), практически не отличаются от коэф-
фициентов, полученных по формуле (9). Ошибка не превышает 3.5%, что позволяет
использовать формулу (10) в качестве аппроксимации Kk,k+1

i+1,i .
Для реакции VV-обмена в кислороде (2) коэффициент Kk,k+1

i+1,i выражается фор-
мулой

Kk,k+1
i+1,i = 2.8 · 10−24 (i+ 1) (k + 1)T 3/2eδV V (i−k), δV V =

2.4√
T
, i ≤ k. (11)

По аналогии с азотом вместо формулы (11) будем использовать более удобную ап-
проксимацию, позволяющую получить аналитическое выражение для сечения:

Kk,k+1
i+1,i = 2.8 · 10−24 (i+1) (k+1)T 3/2 exp

{(
0.015794+

40.94475

T

)
(i−k)

}
, i≤k. (12)

Ошибка аппроксимации не превышает 4%.
Коэффициент скорости VT-обмена в азоте (3) описывается выражением

KN
i,i′ =1 · 10−6 exp

{
b0+b1(i − i′)+b2(i− i′)2+i(c0+c1(i−i′)+c2(i−i′)2)

}
, i>i′, (13)

где коэффициенты bi, ci являются функциями температуры:

b0 = −25.078− 5633.1543

T
; b1 = −0.1554 + 111.3426

T
;

b2 = 0.0054− 2.189

T
; c0 = 0.0536 +

122.4835

T
;

c1 = 0.0013− 4.2365

T
; c2 = −1.197 · 10−4 +

0.0807

T
.

Мы будем рассматривать случай одноквантовых обменов, когда i′ = i−1. В этом
случае формула (13) не требует предварительной модификации для применении к
ней обратного преобразования Лапласа.

Для кислорода имеем

KO
i,i−1 = (3i− 2)

ε1
O2−ε0O2

0.124

7 · 10−20

exp
(
30/T 1/3

) , (14)

ε1
O2 и ε0

O2 — энергии первых двух колебательных уровней молекулы кислорода,
выраженные в см−1. Для кислорода вместо формулы (14) будем использовать ап-
проксимацию

KO
i,i−1 = (3i− 2)

ε1
O2−ε0O2

0.124

7 · 10−20

exp (0.046946+ 38.359793/T )
, (15)

ошибка аппроксимации не превышает 4.4%.
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4. Аппроксимация для коэффициента скорости диссоциации. В данной
работе аппроксимацию для коэффициента скорости диссоциации мы будем искать,
опираясь на данные траекторных расчетов [3, 19]. Отметим, что полиномиальная ап-
проксимация, предложенная в [8], дает отрицательные значения сечений в некотором
диапазоне скоростей. В связи с этим мы искали более подходящую аппроксимацию.
Аппроксимация Ki, пригодная для применения обратного преобразования Лапласа,
имеет следующий вид

Ki =
AT−1/4

NA
C2i exp

(
εi − C1i

kT

)
, (16)

где NA — число Авогадро, εi — энергия i-го колебательного уровня молекулы азота
[20], постоянная A совпадает с константой в законе Аррениуса и берется из работы
[21]. Для нашего случая имеем A/NA = 7.16·10−2 см3/c . Показатель степени n = −1/4
выбран из соображений удобства применения обратного преобразования Лапласа.
Коэффициенты C1i и C2i подбирались методом наименьших квадратов для каждого
колебательного уровня. Коэффициент C1i дискретным образом зависит от номера
энергетического уровня, его значения отражены в таблице 1. Зависимость C2i от
номера колебательного уровня i можно выразить полиномом третьей степени:

C2i = a1i
3 + a2i

2 + a3i+ a4, (17)

коэффициенты ai приведены в таблице 2.

Таблица 1. Значения
коэффициентов C1i

1.786 · 10−18 i ≤ 8
1.71 · 10−18 9 ≤ i ≤ 34
1.68 · 10−18 35 ≤ i ≤ 52
1.66 · 10−18 53 ≤ i

Таблица 2. Значения коэффициентов
в формуле для C2i

a1 5.24 · 10−19

a2 −7.41 · 10−17

a3 6.42 · 10−15

a4 7.3 · 10−14

Сравним коэффициенты скорости диссоциации, полученные из результатов тра-
екторных расчетов и вычисленные по аппроксимации (16) для i = 0 и i = 10 (рис. 1).
Для температур выше 2000 К различие между Ki, полученными с помощью тра-
екторных расчетов и по нашей аппроксимации, лежит в пределах одного порядка,
что для коэффициентов скорости диссоциации является вполне удовлетворительным
приближением. Это дает основание для использования формулы (16) в дальнейших
расчетах.

5. Обратное преобразование Лапласа. Применим обратное преобразование
Лапласа к формулам, полученным выше. При этом будем использовать справочник
[22]. Так, преобразуя выражение (10), получаем

fk,k+1
i+1,i (t)

N2
= 2.5 · 10−20 (i+ 1) (k + 1)

√
πmN2

16k

(
1

300

)3/2

×

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, t < a1|i− k|,
3

2
ea2|i−k| (t− a1 |i− k|)

2

2
, a1 |i− k| ≤ t < 2a1 |i− k| ,

3

2
ea2|i−k| (t− a1 |i− k|)

2

2
− 1

2
e2a2|i−k| (t− 2a1 |i− k|)2

2
, t ≥ 2a1 |i− k| .

(18)
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Рис. 1. Коэффициенты скорости диссоциации как функции температуры по результатам тра-
екторных расчетов (сплошная кривая) и аппроксимации (16) (штрих-пунктирная кривая) для 0-го
(а) и 10-го (б ) уровней.

Функция fk,k+1
i+1,i (t) определяет вероятность реакции (1) VV-обмена молекулы азота

N2. Отсюда получаем окончательное выражение для сечения реакции (1) для азота:

σk,k+1
i+1,i (kt)

N2
= 2.5 · 10−20 (i+ 1) (k + 1)

√
πmN2

16k

(
1

300

)3/2

×

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, t < a1|i− k|,
3

2
ea2|i−k| (t− a1 |i− k|)

2

2t
, a1 |i− k| ≤ t < 2a1 |i− k| ,

3

2
ea2|i−k| (t− a1 |i− k|)

2

2t
− 1

2
e2a2|i−k| (t− 2a1 |i− k|)2

2t
, t ≥ 2a1 |i− k| ,

(19)

где a1 = 117.0378, a2 = −0.042101.
Аналогично, сечение для реакции (2) VV-обмена молекулы кислорода O2 будет

иметь вид

σk,k+1
i+1,i (kt)

O2
= 2.8 · 10−24 (i+ 1) (k + 1)

√
πmO2

16k
eb1(i−k)×

×

⎧⎨⎩
0, t < b2|i− k|,
(t+ b2 (i− k))2

2t
, t ≥ b2|i− k|,

(20)

где b1 = 0.015794, b2 = 40.94475.
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Для реакции (3) VT-обмена молекулы азота N2 сечение будет выглядеть следу-
ющим образом:

σi−1
i (kt) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, t < c1 − ic2,

10−6

√
πmN2N

8k
e−c3+ic4

(t− c1 + ic2)
1/2

0.5
√
πt

, t ≥ c1 − ic2,
(21)

где c1 = 5524.0007, c2 = 118.327, c3 = 25.852 и c4 = 0.0574803.
Для реакции (4) VT-обмена молекулы кислорода O2 сечение получено в виде

σi−1
i (kt) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, t < d1,

(3i− 2)
ε1

O2−ε0O2

0.124
7 · 10−20

√
πmO2O

8k
e−d2

(t− d1)1/2

0.5
√
πt

, t ≥ d1,
(22)

где d1 = 38.36, d2 = 0.0469.
Для реакции диссоциации (5) молекулы азота N2 сечение будет иметь следующий

вид:

σi (kt) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, 0 < t <

C1i − εi
k

,√
πmN2N

8k

AC2i

NA

(
t− C1i−εi

k

)1/4
0.91t

, t ≥ C1i − εi
k

.

(23)

Таким образом, с использованием обратного преобразования Лапласа были полу-
чены аналитические выражения для поуровневых сечений всех рассмотренных про-
цессов (1)–(5).

6. Результаты. Был проведен расчет сечений VV- и VT-обменов для азота N2 и
кислорода О2, а также сечений реакции диссоциации для молекулы азота N2. Резуль-
таты для сечений VV-обмена приведены на рис. 2 (здесь и далее сечения приводятся
в размерности Å2=10−20 м2). Здесь t— это поступательная энергия сталкивающихся
частиц, выраженная в Кельвинах. Из графиков видно, что сечения VV-обмена как
для азота, так и для кислорода практически линейно зависят от энергии. Аналогичное
качественное поведение сечений VV-обменов отмечается для модели нагруженных
гармонических осцилляторов FHO [23]. Также можно отметить, что сечение обраща-
ется в нуль до достижения определенного, порогового, значения энергии, это значит,
что реакция VV-обмена не происходит, если энергия при столкновении частиц меньше
этого значения. Значение данного порога достаточно низкое для близко расположен-
ных колебательных уровней партнеров по столкновению и несколько увеличивается
с ростом |i−k|. Как видно из графиков, увеличение номера колебательного уровня, а
также разницы |i−k| ведет к увеличению сечения и скорости его роста, угол наклона
графика к оси абсцисс растет. В случае |i − k| = 0 пороговое значение становится
нулевым, вероятно, поскольку обмен становится резонансным.

На рис. 3. представлены результаты расчета сечений VT-обмена молекулы азо-
та N2 и кислорода O2, находящихся на 1, 5, 10 и 20-м уровнях, при столкновениях
с атомом азота N и кислорода O соответственно. Графики ведут себя немонотонно.
Снова видим, что реакция имеет пороговый характер. При этом для азота значение
порога уменьшается с ростом колебательного уровня i, а для кислорода оно оста-
ется постоянным. Затем наблюдается резкий рост сечения с максимумом примерно
при одинаковом значении энергии для всех уровней. При увеличении энергии значе-
ние сечения начинает убывать. Интересно отметить, что для модели нагруженного
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Рис. 2. Зависимости сечений VV-обмена от энергии, рассчитанные по формуле (19) для азо-
та (а), по формуле (20) для кислорода (б ).

Рис. 3. Зависимости сечений VT-обмена от энергии, рассчитанные по формуле (21) для азо-
та (а), по формуле (22) для кислорода (б ).

гармонического осциллятора [23] график сечения VT-обмена выглядит практически
симметричным, с максимумом, расположенным в области средних энергий. Такое
качественное отличие может быть связано c различным поведением вероятности пе-
рехода, предсказанной траекторными расчетами и моделью FHO. При этом коэффи-
циенты скорости VT-обмена, вычисленные по модели FHO и на основании сечений
(21), (22), оказываются близкими.

На рис. 4 представлены результаты расчета сечений диссоциации молекулы азо-
та N2, находящейся на 0, 5, 10, 20, 30, 50 и 67-м уровнях, при столкновении с атомом
азота N. Также построены сечения для модели твердых сфер с вкладом в активацию
всей энергии относительного движения и с вкладом лишь радиальной составляющей
энергии (кривые 1 и 2 на рис. 4, б соответственно). Выражения для этих сечений при-
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Рис. 4. Зависимость сечений диссоциации, вычисленных по формуле (23), от энергии для раз-
ных колебательных уровней: а — сечения для 0, 5, 10, 20, 30 и 50-го уровней, б — сечение для модели
твердых сфер с вкладом в активацию всей энергии относительного движения (кривая 1 ), сечение
для модели твердых сфер с вкладом в активацию радиальной составляющей энергии (кривая 2 ),
сечение для 67 уровня (сплошная кривая).

ведены, например, в [8]. Сечение диссоциации, как и сечение VT-обмена, ведет себя
немонотонно. При этом для случая диссоциации пороговые значения энергии для
разных колебательных уровней гораздо сильнее отличаются друг от друга, чем для
VT-обмена. С ростом колебательного уровня порог диссоциации смещается в область
низких энергий, что подтверждается многими исследованиями реакции диссоциации.
Модель твердых сфер не отражает зависимость сечения диссоциации от колебатель-
ного уровня, для нее пороговое значение равно энергии диссоциации молекулы азота.
Кроме того, она дает сильно завышенные значения сечений диссоциации с нижних и
средних уровней по сравнению с сечениями, рассчитанными по формуле (23).

7. Заключение. В работе были рассмотрены VV- и VT-обмены в азоте и кисло-
роде, а также реакция диссоциации молекулы азота N2. Для VV- и VT-обменов были
модифицированы исходные аппроксимации коэффициента скорости реакции для при-
дания им вида, пригодного для применения обратного преобразования Лапласа. На
основании траекторных расчетов была получена удовлетворительная аналитическая
аппроксимация для коэффициента скорости диссоциации, также пригодная для при-
менения к ней обратного преобразования Лапласа. Для всех перечисленных реакций
были получены аналитические выражения для сечений, зависящих от колебательно-
го состояния частиц. Построены графики в широком диапазоне энергий и колеба-
тельных уровней. Проведен анализ полученных результатов. Показано, что сечения
VV-обменов практически линейно возрастают с увеличением энергии столкновения.
Реакции VT-обмена и диссоциации имеют ярко выраженный пороговый характер, се-
чения этих реакций ведут себя немонотонно. Порог диссоциации заметно сдвигается в
область более низких энергий с ростом колебательного уровня. Использование моде-
ли твердых сфер приводит к существенной ошибке при расчете поуровневых сечений
диссоциации. Результаты работы можно применять при решении задач неравновес-
ной аэродинамики методами прямого статистического моделирования.
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INVERSE LAPLACE TRANSFORMATION FOR EVALUATION OF
STATE-SPECIFIC CROSS SECTIONS FOR DISSOCIATION REACTION AND
VIBRATIONAL ENERGY TRANSITIONS
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In the present work we study the cross sections of VV (vibration-vibration) and VT (vibration-translation)
energy exchanges in nitrogen and oxygen as well as the vibrational state-specific cross sections of
dissociation reaction in N2 molecules. For VV- and VT-transitions the original approximations of the
rate coefficients have been modified to make it possible application of the inverse Laplace transformation
in the analytical form. A satisfactory approximation of the state-to-state dissociation rate coefficient
allowing for the application of the inverse Laplace transformation is also proposed. For all considered
reactions, analytical expressions for the cross sections are obtained. The results are analyzed in the wide
range of energies and vibrational levels. It is shown that cross sections of VV transitions increase almost
linearly with the energy of colliding particles. VT-exchanges and dissociation reaction manifest threshold
behaviour, and their cross sections are non-monotonic. Dissociation threshold is considerably shifted
towards low energy region for high vibrational states. Using the hard sphere model for the dissociation
cross section results in significant inaccuracy. The results of our work can be applied in non-equilibrium
fluid dynamics while simulating rarefied gas flows using the direct Monte-Carlo methods. Refs 23. Figs 4.
Tables 2.

Keywords: non-equilibrium vibrational-chemical kinetics, reaction cross sections, state-to-state
dissociation rate coefficient, rate coefficients of VV- and VT-exchanges.
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