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Задача о переводе за заданное время механической системы из одного фазового состояния
в другое является одной из важнейших проблем теории управления. Модельной задачей в этом
случае является нахождение оптимальной управляющей силы, переводящей горизонтально дви-
жущуюся тележку с маятниками, например, из состояния покоя за заданное время на заданное
расстояние в новое состояние покоя. В предыдущих работах авторов было показано, что при
решении такой задачи с помощью принципа максимума Понтрягина с минимизацией функ-
ционала от квадрата управляющей силы автоматически выполняется связь высокого порядка
(например, связь восьмого порядка при движении тележки с двумя маятниками). Поэтому для
решения этой же задачи был использован обобщенный принцип Гаусса, что позволило найти
управляющую силу в виде полинома. В настоящей статье с помощью того же принципа решает-
ся задача о гашении колебаний тележки с двойным маятником. Предлагается предварительно
вместо силы искать в качестве управления ускорение тележки, а затем по найденному закону
изменения оптимального ускорения тележки отыскивать непосредственно управляющую силу
и движение всей механической системы. Библиогр. 4 назв. Ил. 2.
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Постановка задачи и размерные уравнения движения. Одной из важней-
ших задач теории управления является задача о переводе механической системы за
заданное время из одного фазового состояния в другое. Весьма часто для решения
таких задач применяются метод динамического программирования [1] и метод, опи-
рающийся на использование принципа максимума Понтрягина [2]. Модельной зада-
чей среди подобных задач можно считать нахождение горизонтальной оптимальной
управляющей силы, гасящей колебания тележки с маятниками при переводе этой
механической системы за заданное время из одного состояния покоя в другое. В ря-
де предыдущих работ авторов (см., например, [3]) при решении таких задач с по-
мощью принципа максимума Понтрягина с минимизацией функционала от квадрата
управляющей силы [4] показывалось, что при этом движение механической системы
оказывается подчиненным выполнению неголономной связи высокого порядка (при
движении тележки с двумя маятниками выполняется связь восьмого порядка). По-
этому для решения той же задачи о гашении колебаний было предложено использо-
вать обобщенный принцип Гаусса, свойственный движению неголономных систем со
связями высокого порядка. Это позволило найти управляющую силу в виде полино-
ма, при этом движение системы оказалось более плавным, чем движение, полученное
с помощью принципа максимума Понтрягина.

В предлагаемой статье развиваются идеи применения обобщенного принципа
Гаусса для гашения колебаний. Рассматривается система, состоящая из тележки с
двойным маятником, причем используется новый подход для отыскания управляю-
щей силы путем предварительного определения оптимального управляющего ускоре-
ния тележки.
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Итак, ставится следующая задача теории управления.
Рассмотрим горизонтальное движение тележки массы m вдоль оси x. К тележке

прикреплена ось двойного маятника с длинами lσ и массами mσ, σ = 1, 2 (рис. 1).
Требуется сформировать такую оптимальную горизонтальную силу F , приложенную
к тележке, которая за заданное время T̃ переместит тележку на расстояние S, причем
вся механическая система должна перейти из первоначального состояния покоя в
новое состояние равновесия.

Рис. 1. Движение тележки с двойным маятником

Обозначим углы отклонений маятников от вертикали через ϕ1 и ϕ2. Тогда при
малых колебаниях уравнения Лагранжа второго рода запишутся следующим обра-
зом:

(m1 +m2 +m) ẍ− (m1 +m2) l1ϕ̈1 −m2l2ϕ̈2 = F ,

m1l1(l1ϕ̈1 − ẍ) +m2l1(l1ϕ̈1 + l2ϕ̈2 − ẍ) = −(m1 +m2) gl1ϕ1 ,

m2l2(l2ϕ̈2 + l1ϕ̈1 − ẍ) = −m2l2gϕ2 .

(1)

Из второго и третьего уравнений системы (1) следует, что определение силы F , при
которой осуществляется переход системы из состояния покоя в новое состояние по-
коя, сводится к определению ускорения тележки, так как затем, используя первое
уравнение, можно определить и силу F . Ниже покажем, что задача об определении
ускорения тележки с двойным маятником сводится к задаче об определении уско-
рения тележки с двумя независимыми математическими маятниками. Этот переход
осуществляется на основе определения собственных форм и собственных частот ко-
лебаний двойного маятника.

Определение собственных частот и собственных форм колебаний двой-
ного маятника. Введем обозначения

M = m1 +m2 +m, k2 =
g
l1
,

а также безразмерное перемещение тележки

x̄ =
x

l1
.
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Тогда второе и третье уравнения системы (1) перепишутся в виде

ϕ̈1 + αβϕ̈2 + k2ϕ1 = ¨̄x ,

ϕ̈1 + αϕ̈2 + k2ϕ2 = ¨̄x .
(2)

Здесь α и β таковы:

α =
l2
l1
, β =

m2

m1 +m2
.

Определим собственные частоты и собственные формы колебаний двойного ма-
ятника. Решение однородной системы, соответствующей системе неоднородных диф-
ференциальных уравнений (2), будем искать в виде

ϕσ = Dσ sin(Ωt+ δ) , σ = 1, 2 ,

где Ω— искомая размерная собственная частота. Теперь для определения постоянных
D1 и D2 получим систему

(1− λ2)D1 − αβλ2D2 = 0 ,

−λ2D1 + (1− αλ2)D2 = 0 ,

λ2 =
Ω2

k2
.

Приравнивая к нулю определитель этой системы, находим собственные частоты ме-
ханической системы:

Ω2
ν = λ2νk

2 , λ2ν =
1 + α∓

√
α2 − 2α+ 4αβ + 1

2(α− αβ) , ν = 1, 2 .

Постоянные Dσ, σ = 1, 2, соответствующие собственному значению λ2ν , ν = 1, 2, обо-
значим как Dνσ. Как известно, они пропорциональны алгебраическим дополнениям
элементов последней линейно зависимой строки определителя, когда в него подстав-
лена величина λ2ν . Их значения вычисляются по формулам

Δν1 = αβλ2ν , Δν2 = (1− λ2ν) , ν = 1, 2 . (3)

Переход от системы с двойным маятником к системе с двумя неза-
висимыми маятниками. Согласно общей теории малых колебаний, собственные
векторы, задаваемые выражениями (3), позволяют связать координаты ϕ1 и ϕ2 с
главными координатами ξ1 и ξ2 следующим образом:

ϕσ =

2∑
ν=1

Δνσξν , σ = 1, 2 . (4)

Подставляя (4) в уравнения (2), придем к следующей системе уравнений относи-
тельно ξ1, ξ2:

2∑
ν=1

Δν1

λ2ν
(ξ̈ν +Ω2

νξν) = ¨̄x ,

2∑
ν=1

Δν2

λ2ν
(ξ̈ν +Ω2

νξν) = ¨̄x .

(5)

Вестник СПбГУ. Сер. 1. Математика. Механика. Астрономия. Т. 3 (61). 2016. Вып. 4 685



Рассматривая (5) как систему двух линейных алгебраических уравнений относитель-
но y = ξ̈1 +Ω2

1ξ1 и z = ξ̈2 +Ω2
2ξ2, получим

ξ̈1 +Ω2
1ξ1 = A1 ¨̄x ,

ξ̈2 +Ω2
2ξ2 = A2 ¨̄x ,

(6)

где

A1 =
λ21(Δ22 −Δ21)

Δ11Δ22 −Δ12Δ21
, A2 =

λ22(Δ11 −Δ12)

Δ11Δ22 −Δ12Δ21
.

Перепишем систему (6) в виде

ξ̈1 + λ21
g
l1
ξ1 = A1 ¨̄x ,

ξ̈2 + λ22
g
l1
ξ2 = A2 ¨̄x .

(7)

Умножим уравнения системы (7) соответственно на 1/A1 и 1/A2 и введем новые пе-
ременные ψ1, ψ2 по формулам

ψ1 =
λ21
A1

ξ1 , ψ2 =
λ22
A2

ξ2 . (8)

Тогда система (7) перепишется в виде

1

λ21
ψ̈1 +

g
l1
ψ1 = ¨̄x ,

1

λ22
ψ̈2 +

g
l1
ψ2 = ¨̄x .

(9)

Пусть теперь к той же самой тележке подвешен не двойной маятник, а два неза-
висимых маятника, имеющих длины l∗1 и l∗2 . Углы отклонения этих маятников обозна-
чим соответственно через ψ1 и ψ2. Тогда, если перемещение тележки характеризуется
координатой x, эти углы будут удовлетворять уравнениям

l∗1 ψ̈1 + gψ1 = ẍ ,

l∗2 ψ̈2 + gψ2 = ẍ .
(10)

Видим, что при выполнении соотношений

l∗σ =
l1
λ2σ

, σ = 1, 2 ,

система (9) совпадает с системой (10).
Таким образом, задача об определении ускорения тележки с двойным маятником,

которое входит во второе и третье уравнения системы (1), эквивалентна задаче об
определении ускорения, входящего в систему (10).

Как следует из выражений (4) и (8), искомые углы ϕ1, ϕ2 двойного маятника
связаны с координатами ψ1, ψ2 следующими соотношениями:

ϕ1 = Δ11ξ1 +Δ21ξ2 = αβA1ψ1 + αβA2ψ2 ,

ϕ2 = Δ12ξ1 +Δ22ξ2 =

(
1

λ21
− 1

)
A1ψ1 +

(
1

λ22
− 1

)
A2ψ2 .

(11)
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Рис. 2. Управляющая сила для движения тележки с двойным маятником

Как и в статье [3], размерное управление U (в нашем случае управлением являет-
ся ускорение ẍ), входящее в систему (10), в соответствии с применением обобщенного
принципа Гаусса будем искать в виде полинома, зависящего от времени. Однако этот
полином по предложению П. Е. Товстика будем представлять в виде

U ≡ ẍ =

6∑
k=1

Bkt
k(T̃ − t) , (12)

где T̃ — время перемещения тележки на расстояние S из начального состояния покоя
в конечное состояние покоя. Постоянные Bk определяются из граничных условий

x(T̃ ) = S , ẋ(T̃ ) = 0 , ψσ(T̃ ) = 0 , ψ̇σ(T̃ ) = 0 , σ = 1, 2 .

Интегрируя систему (10) при найденном управлении (12), получим углы ψ1 и ψ2

как функции времени. Затем по формулам (11) найдем и углы ϕ1 и ϕ2 как функции
времени. В результате, используя первое уравнение системы (1), найдем силу F , обес-
печивающую переход системы из состояния покоя в новое состояние покоя при пере-
мещении тележки за время T̃ на расстояние S. На рис. 2 приведена зависимость силы
F , выраженной в долях mg, от безразмерного времени τ = t/T̃ . Исходные параметры
двойного маятника таковы: m1 = m2 = m, l1 = l2. Расчеты соответствуют перемеще-
нию тележки на расстояние S = l1 за время T̃ = 1.5 (2π/Ω1), где Ω1 =

√
2−

√
2
√
g/l1.
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SUPPRESSION OF OSCILLATION OF A TROLLEY WITH
A DOUBLE PENDULUM BY MEANS OF CONTROL OF ITS ACCELERATION
Sergey A. Zegzhda†, Egor A. Shatrov, Mikhail P. Yushkov
St. Petersburg State University, Universitetskaya nab., 7–9, St. Petersburg, 199034, Russian Federation;
egorshatroff@yandex.ru, yushkovmp@mail.ru
The problem of transition of a mechanical system from one phase state to another is one of the most
important problems of the control theory. In this case, a model problem consists in finding the optimal
control force which transports the trolley with pendulums moving horizontally, for example, from a state of
rest to a new state of rest over a given distance during the fixed time. In their previous papers the authors
have shown that when solving such a problem with the help of the Pontryagin maximum principle with
minimization of the functional of the control force squared, a high-order constraint is realized automatically
(for instance, an eighth-order constraint for the motion of a trolley with two pendulums). That is why, for
solving the same problem the generalized Gauss principle has been used that made it possible to find the
control force as a polynomial. In the present paper the problem of suppression of oscillation of a trolley
with a double pendulum is solved by means of the same principle. It is offered first to find the acceleration
of the trolley as a control instead of the force, and then to seek immediately the control force by the
obtained law of variation of the optimal acceleration of the trolley. Refs 4. Figs 2.

Keywords: control of motion, control force, Pontryagin maximum principle, generalized Gauss
principle.
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