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Получены новые характеризации некоторых вероятностных распределений соотношени-
ями, в которых участвуют различные упорядоченныe случайные величины. К такого рода
величинам относятся порядковые статистики, последовательные максимумы и рекорды. Рас-
смотрены соотношения, в которых присутствуют не только верхние, но и нижние рекордные
величины. Представленные упорядоченные объекты построены по последовательностям неза-
висимых случайных величин, имеющих общую непрерывную функцию распределения. Иссле-
дуются равенства по распределению последовательных максимумов, подвергнутых различным
случайным сдвигам. Эти сдвиги (односторонние или двусторонние) имеют экспоненциальные
распределения. В некоторых теоремах и следствиях к ним представлены соответствующие ха-
рактеризации распределений подобного рода соотношениями. Также в работе рассматриваются
экспоненциально сдвинутые порядковые статистики, простые соотношения между которыми
также характеризуют определенные вероятностные распределения.

Все представленные результаты дают множество характеризаций различных распределе-
ний. В качестве частных случаев даны соотношения, характеризующие семейства классических
экспоненциальных и логистических распределений. Библиогр. 7 назв.
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чины, характеризации вероятностных распределений, экспоненциальное распределение, логи-
стическое распределение.

Введение. Рассмотрим последовательность независимых случайных величин
(с. в.) X1, X2, . . . с общей функцией распределения (ф. р.) F (x) и плотностью рас-
пределения f(x). Свяжем с этой последовательностью следующие три типа упорядо-
ченных случайных величин:
1) последовательные максимумы M(1) ≤M(2) ≤ · · · ≤M(n) ≤ · · · , где

M(n) = max{X1, X2, . . . , Xn}, n = 1, 2, . . . ;

2) порядковые статистики X1,n ≤ X2,n ≤ · · · ≤ Xn,n, n = 1, 2, . . .;
3) рекордные моменты L(n) и рекордные величины X(1) < X(2) < · · · < X(n) < · · · ,
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где
L(1) = 1, L(n) = min{j > L(n− 1) : Xj > M(n− 1)}, n = 2, 3, . . . ,

и
X(n) = XL(n), n = 1, 2, . . . .

Пусть ξ1 и ξ2 —независимые (в том числе и от X) случайные величины, имею-
щие экспоненциальное E(1)-распределение с функцией распределения вида H(x) =
max{0, 1− exp(−x)}.

Имеется достаточно большое число работ (см., например, [1–7]), в которых при-
ведены различные характеризации вероятностных распределений свойствами указан-
ных упорядоченных случайных величин. Ниже будут рассмотрены некоторые обоб-
щения полученных ранее результатов.

1. Характеризации распределений свойствами последовательных мак-
симумов, подвергнутых экспоненциальным сдвигам. В работе [7] были полу-
чены следующие результаты.

Теорема 1. Для того чтобы при некотором n = 2, 3, . . . выполнялось соотно-
шение

M(1) + ξ1
d
=M(n), (1)

необходимо и достаточно, чтобы ф. р. F (x) имела следующий вид:

F (x) =

(
1− exp

(
− (n− 1)(x− C)

n

))1/(n−1)

, x ≥ C, (2)

и
F (x) = 0, x < C,

где в качестве C можно взять произвольную константу.

Теорема 2. Для того чтобы при некотором n = 2, 3, . . . выполнялось соотно-
шение

M(1)
d
=M(n)− ξ2, (3)

необходимо и достаточно, чтобы ф. р. F (x) имела следующий вид:

F (x) =
1

(1 + exp (−(n− 1)(x− C)))
1/(n−1)

, −∞ < x <∞. (4)

Выделим следующие важные частные случаи теорем 1 и 2.

Следствие 1. Соотношение

M(1) + ξ1
d
=M(2) (5)

характеризует экспоненциальное распределение с ф. р.

F (x) = max{0, 1− exp(−(x− C))}, (6)

где C —произвольная константа.

Следствие 2. Соотношение

M(1)
d
=M(2)− ξ2 (7)
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характеризует логистическое распределение с ф. р.

F (x) =
C

C + exp(−x) , −∞ < x <∞, (8)

где C —произвольная положительная константа.

Для того чтобы описать семейство распределений, включающее в себя оба мно-
жества классических функций распределения (6) и (8), рассмотрим более общее со-
отношение

M(1) + aξ1
d
=M(2)− bξ2, (9)

в котором справедливы неравенства a ≥ 0, b ≥ 0 и a+ b > 0.
Пусть Q(x), 0 < x < 1, обозначает функцию, обратную функции распределения

F (x), и в этом случае имеет место соотношение

Q(F (x)) = x, −∞ < x <∞. (10)

Справедлива следующая теорема, результат которой обобщает результаты двух
предыдущих теорем.

Теорема 3. Пусть X1 и X2 —независимые одинаково распределенные с. в., име-
ющие ф. р. F (x) и плотность распределения f(x). Тогда соотношение (9), где спра-
ведливы a ≥ 0, b ≥ 0 и a+ b > 0, выполняется тогда и только тогда, когда функция
Q(x), обратная ф. р. F (x), имеет следующий вид:

Q(x) = C + b log x− (2a+ b) log (1 − x), 0 < x < 1, (11)

где C —произвольная константа.

Следствие 3. В случае, когда имеем a = 1 и b = 0, получаем

Q(x) = C − 2 log (1− x), 0 < x < 1,

и
F (x) = 1− exp

{
−x− C

2

}
, x ≥ C,

что соответствует равенству (2) при n = 2.

Следствие 4. Если возьмем a = 0 и b = 1, из (11) получим равенство

Q(x) = C + log x− log (1 − x), 0 < x < 1,

которое приводит к функции распределения

F (x) =
1

1 + exp (−(x− C))
, −∞ < x <∞,

где C —произвольная константа.
Этот результат вполне соответствует результату, приведенному в следствии 2.

2. Характеризации распределений свойствами порядковых статистик,
подвергнутых случайным экспоненциальным сдвигам. Рассмотрим равенство,
несколько отличающееся от соотношения (9). Вместо случайных величин M(1) = X1
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и M(2) = max{X1, X2} будем иметь дело с двумя порядковыми статистиками X1,2 =
min{X1, X2} и X2,2 = max{X1, X2}. Справедлив следующий результат.

Теорема 4. Пусть X1 и X2 —независимые одинаково распределенные с. в., име-
ющие ф. р. F (x) и плотность распределения f(x). Тогда соотношение

X1,2 + aξ1
d
= X2,2 − bξ2, (12)

в котором справедливы неравенства a ≥ 0, b ≥ 0 и a + b > 0, выполняется тогда и
только тогда, когда функция Q(x) (обратная ф. р. F (x)) имеет вид

Q(x) = C + b logx− a log (1− x), 0 < x < 1, (13)

где в качестве C можно взять произвольную константу.

Следствие 5. Если возьмем a = 1 и b = 0, т. е. рассмотрим соотношение

X1,2 + ξ1
d
= X2,2, (14)

из (13) получим
Q(x) = C − log (1 − x), 0 < x < 1,

и
F (x) = 1− exp{−(x− C)}, x ≥ C.

В этом случае равенство (14) характеризует (с точностью до произвольного сдви-
гового параметра C) экспоненциальное распределение.

Следствие 6. Если возьмем a = 0 и b = 1 в равенстве (12), т. е. рассмотрим

X1,2
d
= X2,2 − ξ2, (15)

из (13) получим соотношение

Q(x) = C + log x, 0 < x < 1,

которое приводит к функции распределения

F (x) = min{1, exp (x− C)}, (16)

где C —произвольная константа. В этом случае имеем дело с отрицательным экс-
поненциальным распределением.

Следствие 7. Если возьмем в равенстве (12) a = b = 1, т. е. рассмотрим
соотношение

X1,2 + ξ1
d
= X2,2 − ξ2, (17)

дело сведется к функции

Q(x) = C + log x− log (1 − x), 0 < x < 1, (18)

которая соответствует исходной ф. р. F (x), имеющей вид

F (x) =
1

1 + exp{−(x− C)} , −∞ < x <∞, (19)
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где C —произвольная константа. Таким образом, соотношение (17) характеризует
(с точностью до произвольного параметра сдвига C) логистическое распределение.

3. Характеризации распределений свойствами рекордных величин,
подвергнутых экспоненциальным сдвигам. Приведем для сравнения с характе-
ризациями распределений, представленными в теоремах 3 и 4, следующий результат,
полученный в статье [3]. В этой работе рассматривалось соотношение

X(1) + aξ1
d
= X(2)− bξ2, (20)

в котором X(1) = X1 и X(2)—первая и вторая верхние рекордные величины.

Теорема 5 (см. [3]). Пусть X1, X2, . . .—последовательность независимыx слу-
чайных величин, имеющих общую ф. р. F (x) и плотность распределения f(x). Тогда
соотношение (20), в котором справедливы a ≥ 0, b ≥ 0 и a + b > 0, выполняется
тогда и только тогда, когда функция Q(x) (обратная ф. р. F (x)) имеет следующий
вид:

Q(x) = C + b log (− log (1− x))− a log (1− x), 0 < x < 1, (21)

где C —произвольная константа.

Следствие 8. Если возьмем a = 1 и b = 0 в равенстве (20), т. е. рассмотрим
соотношение

X(1) + ξ1
d
= X(2), (22)

получим
Q(x) = C − log (1 − x), 0 < x < 1,

и
F (x) = 1− exp {−(x− C)}, x ≥ C. (23)

Значит, равенство (22) характеризует экспоненциальное (с точностью до пара-
метра сдвига C) распределение.

Следствие 9. Если же возьмем a = 0 и b = 1 в соотношении (20), т. е. рас-
смотрим равенство

X1
d
= X(2)− ξ2, (24)

получим
Q(x) = log (− log (1− x)) + C, 0 < x < 1,

и
F (x) = 1− exp (− exp (x− C)), −∞ < x <∞, (25)

где C —произвольная константа. Видим, что соотношение (24) характеризует
предельный для минимальных порядковых статистик тип распределений.

Замечание. Кроме верхних рекордов X1 = X(1) < X(2) < · · · , построенных
по последовательности с. в. X1, X2, . . ., можно также рассмотреть соответствующие
нижние рекордные величины X1 = x(1) > x(2) > · · · . Стандартные приемы, когда от
величин X1, X2, . . . можно перейти к величинам Yk = −Xk, k = 1, 2, . . ., и результаты
для верхних рекордов после небольших изменений можно легко переформулировать
для нижних рекордных величин, позволяют приведенные выше характеризации рас-
пределений перенести на случай соответствующих соотношений для нижних рекор-
дов.
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Теорема 6. Пусть X1, X2, . . .—последовательность независимыx случайных
величин, имеющих общую ф. р. F (x) и плотность распределения f(x). Тогда соот-
ношение

x(1)− aξ1
d
= x(2) + bξ2 (26)

для нижних рекордов x(1) = X1 и x(2), в котором справедливы a ≥ 0, b ≥ 0 и
a + b > 0, выполняется тогда и только тогда, когда функция Q(x) (обратная ф. р.
F (x)) имеет следующий вид:

Q(x) = C − b log (− logx) + a log (x), 0 < x < 1, (27)

где C —произвольная константа.

Следствие 10. Если возьмем a = 1 и b = 0 в равенстве (26), т. е. рассмотрим
соотношение

X1 − ξ1
d
= x(2), (28)

из (27) получим
Q(x) = C + log (x), 0 < x < 1,

и
F (x) = exp (x− C), x ≤ C. (29)

В этом случае равенство (28) характеризует отрицательное экспоненциальное
(с точностью до параметра сдвига) распределение.

Следствие 11. Если же возьмем a = 0 и b = 1 в соотношении (26), т. е.
рассмотрим равенство

X1
d
= x(2) + ξ2, (30)

получим
Q(x) = C − log (− log (x)), 0 < x < 1,

и
F (x) = exp (− exp {−(x− C)}), −∞ < x <∞. (31)

В этой ситуации будем иметь двойное экспоненциальное (log-Weibull) распределе-
ние— один из трех классических типов асимптотических распределений макси-
мальных порядковых статистик.

4. Доказательство теорем 3 и 4. Докажем справедливость утверждения тео-
ремы 3. Напишем функции распределения случайных величин, фигурирующих в ра-
венстве (9). Видим, что выполняется

P (M(1) + aξ1 < x) = P (X1 + aξ1 < x) =

=
1

a

∞∫
0

F (x− u) exp
{
−u
a

}
du =

1

a
exp
{
−x
a

} x∫
−∞

F (v) exp
{v
a

}
dv (32)

и

P (M(2)− bξ2 < x) =
1

b

∞∫
0

F 2(x+ u) exp
{
−u
b

}
du =

=
1

b
exp
{x
b

} ∞∫
x

F 2(v) exp
{
−v
b

}
dv. (33)
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Таким образом, соотношение (9) выполняется, если справедливо

b

a
exp

{
−x
(
1

a
+

1

b

)} x∫
−∞

F (v) exp
{v
a

}
dv =

∞∫
x

F 2(v) exp
{
−v
b

}
dv. (34)

Дифференцируя обе части равенства (34), получаем

− b

a

(
1

a
+

1

b

)
exp

{
−x
(
1

a
+

1

b

)} x∫
−∞

F (v) exp
{v
a

}
dv+

+
b

a
exp

{
−x
(
1

a
+

1

b

)}
F (x) exp

{x
a

}
= −F 2(x) exp

{
−x
b

}
. (35)

Сравнивая соотношения (34) и (35), приходим к равенству

(
1

a
+
1

b

) ∞∫
x

F 2(v) exp
{
−v
b

}
dv=

b

a
exp

{
−x
(
1

a
+
1

b

)}
F (x) exp

{x
a

}
+F 2(x) exp

{
−x
b

}
.

После еще одного дифференцирования и упрощения полученных соотношений в итоге
имеем

F (x) − F 2(x) = f(x)(2aF (x) + b). (36)

В ходе этого доказательства требовалось добавочное ограничение на коэффи-
циенты a и b, состоящее в выполнении неравенств a > 0 и b > 0. Рассматривая по
отдельности более простые исходные равенства при a = 0, b > 0 и b = 0, a > 0 и про-
ведя соответствующие выкладки, нетрудно убедиться в том, что и в этих ситуациях
равенство (36) остается справедливым. Подставляя в (36) вместо x функцию Q(x),
получаем, воспользовавшись соотношениями

F (Q(x)) = x и f(Q(x)) =
1

Q′(x)
,

равенство

x− x2 =
2ax+ b

Q′(x)
,

из которого следует

Q′(x) =
2a+ b

1− x
+
b

x
, 0 < x < 1. (37)

Решая простое дифференциальное уравнение (37), приходим к утверждению теоре-
мы 3.

Перейдем теперь к доказательству теоремы 4. Нам потребуется следующее ра-
венство, в котором

F1,2(x) = F 2(x) + 2F (x)(1 − F (x)) = 2F (x)− F 2(x)

представляет функцию распределения порядковой статистики X1,2:
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P{X1,2 + aξ1 < x} =
1

a

∞∫
0

F1,2(x − u) exp
{
−u
a

}
du =

=
1

a
exp
{
−x
a

} x∫
−∞

F (v) exp
{v
a

}
dv. (38)

Приравняв правые части равенств (33) и (38), видим, что соотношение (17) выпол-
няется, если справедливо равенство

b

a
exp

{
−x
(
1

a
+

1

b

)} x∫
−∞

F1,2(v) exp
{v
a

}
dv =

∞∫
x

F 2(v) exp
{
−v
b

}
dv. (39)

Используя те же приемы, что и при доказательстве теоремы 3, где вместо ф. р.

F1,2(x) = 2F (x)− F 2(x)

фигурировала ф. р. F (x), вместо соотношения (36) получаем равенство

a+ b

b
F 2(x) =

1

b

(
2bF (x) + (a− b)F 2(x)

)
− 2bf(x)− 2(a− b)f(x)F (x). (40)

Подставляя Q(x) в (40) вместо x, приходим в итоге к соотношению

x− x2 =
b+ (a− b)x

Q′(x)
.

Рассматривая теперь вместо (37) уравнение

Q′(x) =
b+ (a− b)x

x− x2
=

a

1− x
+
b

x
, 0 < x < 1,

получаем
Q(x) = C + b logx− a log (1− x), 0 < x < 1,

где C — произвольная константа. Утверждение теоремы 4 доказано.
Заключение. В работе приведены сравнения семейств распределений, харак-

теризуемых соотношениями, в которых различного рода упорядоченные случайные
величины (последовательные максимумы, порядковые статистики, верхние и нижние
рекорды) подвергнуты экспоненциальным сдвигам. Используемые методы позволяют
получить аналогичные результаты и в более общих ситуациях, когда рассматривают-
ся характеризации распределений соотношениями, в которых участвуют максималь-
ные и минимальные порядковые статистики X1,n и Xn,n, верхние рекордные вели-
чины X(n) и нижние рекорды x(n), не только, когда n = 2, как в представленных
выше теоремах, но и в случае, когда n > 2. Видим, что даже в рассмотренных в ста-
тье простейших ситуациях описанные семейства распределений в большинстве сво-
ем выражаются достаточно сложным образом— через функции, обратные функциям
распределений. В более общих ситуациях, когда n > 2, соответствующие семейства
распределений далеки от классических и получаемые результаты выглядят слишком
экзотическими. Поэтому авторы в данной статье ограничились рассмотрением самых
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простых ситуаций, позволяющих тем не менее выяснить, каким образом описание се-
мейств распределений, характеризуемых достаточно естественными соотношениями,
связывающими порядковые статистики и рекорды, меняется при переходе от одних
типов упорядоченных случайных величин к другим.
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New characterizations of some probability distributions by relations for different ordered random variables
are obtained. Such variables include order statistics and sequential maxima. These relations also include
upper record values as well as lower records. All ordered random objects are based on sequences
of independent random variables having a common continuous distribution function. Equalities in
distribution for sequential maxima exposed by different random shifts are investigated. These shifts (one-
sided or two-sided) have exponential distributions. Some theorems and consequences are suggested in which
the corresponding characterizations of distributions by such kind of relations are presented. The simple
properties of exponentially shifted order statistics, which characterize certain probability distributions,
also are under consideration.

All presented here results give a lot of characterizations of different distributions. As the partial
cases of these results one can find relations, which characterize the families of the classical exponential
and logistic distributions. Refs 7.

Keywords: order statistics, sequential maxima, record values, characterizations of probability
distributions, exponential distribution, logistic distribution.
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