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Данная работа является продолжением совместной с В. В. Басовым статьи, посвященной
нахождению структур обобщенных нормальных форм двумерных автономных систем обыкно-
венных дифференциальных уравнений с гамильтоновой невозмущенной частью и негамильто-
новым возмущением. В предлагаемой статье рассматривается случай систем четырех и более
уравнений с гамильтоновой квазиоднородной невозмущенной частью, порожденной гамильто-
нианом вида H =

∑n
i=1Hi(xi, yi). При помощи специального разбиения возмущения, аналогич-

ного разбиению А. Байдера и Я. Сандерса на гамильтоновы и негамильтоновы составляющие
в двумерном случае, мы сводим задачу о нахождении обобщенной нормальной формы такой
системы к вопросу о нормальной форме степенных рядов. Нормализация степенного ряда бы-
ла ранее подробно изучена Г. Р. Белицким. Мы используем метод Г. Р. Белицкого и развиваем
его идеи, вводя определения гамильтоновых резонансного и усеченного резонансного наборов,
и в этих терминах формулируем теорему о нормализации. Как следствие теоремы мы приво-
дим обобщение на случай произвольного количества жордановых клеток результата Такенса
о нормальной форме системы с нильпотентной линейной частью. В частности, для n = 2 мы
получаем в явном виде одну из обобщенных нормальных форм по В. В. Басову для системы
четырех уравнений с невозмущенной частью (y1, 0, y2, 0). Библиогр. 7 назв.
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1. Введение. В настоящей работе продолжено исследование вопросов локаль-
ной классификации систем обыкновенных дифференциальных уравнений с гамиль-
тоновой невозмущенной частью в окрестности неэлементарной особой точки, начатое
автором в совместной с Басовым статье [1]. В терминологии, принятой в работах
Басова (см., напр., [2]), объекты этой классификации, т. е. наиболее простые в неко-
тором смысле системы, к которым можно прийти при помощи группы обратимых
формальных преобразований, называются обобщенными нормальными формами.

Речь пойдет об автономных системах 2n уравнений вида

ẋi = −∂H
∂yi

+Xi,

ẏi =
∂H

∂xi
+ Yi,

(1)

где гамильтониан невозмущенной системы представляет собой квазиоднородный по-
лином обобщенной степени χ с весом γ вида

H =

n∑
i=1

Hi(xi, yi), (2)

возмущение начинается с членов более высоких обобщенных степеней. От γ, в свою
очередь, потребуем, чтобы выполнялось

γ1 + γn+1 = · · · = γn + γ2n = σ ≤ χ.
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Данное условие означает, что скобка Пуассона квазиоднородных полиномов квазиод-
нородна, а следовательно квазиоднороден и оператор Ĥ = {H, · }.

Как показывают исследования Басова и др., обобщенные нормальные формы
таких систем выделяются из общей классификации. В то же время они представляют
большой практический интерес.

2. Резонансное уравнение и резонансные наборы. Обозначим для удобства
zi = xi и zn+i = yi.

Следуя Белицкому (см. [3]), определим на R[z] скалярное произведение

〈P,Q〉 = P (∂)Q(z)|z=0, ∂ =
( ∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂z2n

)
,

и рассмотрим уравнение

Ĥ∗(P ) = 0, Ĥ∗ =
n∑

i=1

yi

(∂H
∂xi

)
(∂)− xi

(∂H
∂yi

)
(∂),

которое будем называть резонансным уравнением для квазиоднородного гамильто-
ниана H , а его полиномиальные решения — резонансными полиномами.

Обозначим линейное пространство резонансных полиномов через R. Из квази-
однородности гамильтониана H следует, что R разбивается в прямую сумму ортого-
нальных подпространств R

[k]
γ квазиоднородных резонансных полиномов обобщенной

степени k.

Определение 1. Будем говорить, что множество квазиоднородных полиномов S[k]
γ,j,

k ∈ Z+, j = 1, . . . , dimR
[k]
γ , образует гамильтонов резонансный набор, если для каж-

дого k и произвольного базиса R[k]
γ,i пространства R

[k]
γ матрица скалярных произведе-

ний 〈R[k]
γ,i, S

[k]
γ,j〉 невырождена.

Обозначим через H алгебру рядов, порожденную полиномиальными корнями из
Hi, и положим

Rl =

{
R, если χ = σ,

{P ∈ R : 〈P,Q〉 = 0, ∀Q ∈ HlH}, если χ > σ.

Линейные пространства Rl, как и R, разбиваются в прямую сумму ортогональных
линейных подпространств R

[k]
γ,l ⊂ R[k]

γ [z].

Определение 2. Будем говорить, что множество квазиоднородных полиномов S[k]
γ,l,j,

k ∈ Z+, j = 1, . . . , dimR
[k]
γ,l, образует l-й усеченный гамильтонов резонансный набор,

если для каждого k и произвольного базиса R[k]
γ,l,i пространства R

[k]
γ,l матрица скаляр-

ных произведений 〈R[k]
γ,l,i, S

[k]
γ,l,j〉 невырождена.

Лемма [4, лемма 1]. Произвольный векторный ряд Z =
∑n

i=1Xi∂/∂xi + Yi∂/∂yi
может быть единственным образом представлен в виде

Z =

n∑
i=1

∂Fi

∂xi

∂

∂yi
− ∂Fi

∂yi

∂

∂xi
+GiEγ,i, Eγ,i = γixi

∂

∂xi
+ γn+iyi

∂

∂yi
.
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Теорема [4, теорема 1]. Пусть Si и Ti, i = 1, . . . , n, — произвольно выбранные га-
мильтоновы мономиальные резонансные и i-е усеченные резонансные наборы для H.
Тогда существует формальное почти тождественное преобразование, приводящее
возмущение системы (1) к виду

Z̃ =

n∑
i=1

∂F̃i

∂xi

∂

∂yi
− ∂F̃i

∂yi

∂

∂xi
+ G̃iEγ,i,

в котором каждое квазиоднородное слагаемое ряда F̃i является линейной комбина-
цией элементов Ti, а каждое квазиоднородное слагаемое ряда G̃i является линейной
комбинацией элементов Si.

Доказательства этих утверждений можно найти в работе [4]. Отметим, что усло-
вие (2) на гамильтониан H существенно. Оно и позволяет применить для нормали-
зации разложение из леммы. В теории нормальных форм подобное разбиение было
впервые применено Байдером и Сандерсом в работе [5] для классификации систем
двух уравнений с нильпотентной невозмущенной частью.

С точки зрения определения, предложенного Басовым в работе [2], структура
возмущения, описанная в теореме, еще не является обобщенной нормальной формой,
т. к. определена не в стандартном базисе пространства вектор-полиномов. Тем не ме-
нее возмущение в теореме приводится к ней при помощи несложных преобразований.
В частности, для всех i всегда можно обнулить любую из двух ненулевых компонент
вектора Eγ,i. Для случая двух уравнений алгоритм такой «донормализации» подроб-
но описан в работе [1].

3. Многомерная нормальная форма Такенса. Рассмотрим систему 2n урав-
нений вида

ẋi = yi +Xi,

ẏi = Yi
(3)

с невозмущенной частью, порожденной гамильтонианом H = −y2/2.
Соответствующая алгебраH = R[[y]] состоит из нерезонансных полиномов. Таким

образом, линейные пространства R и Ri совпадают вне зависимости от того, считаем
ли мы гамильтониан H однородным или квазиоднородным, и имеют вид

R = Ri = R[x,M ], M = {Mij = xiyj − xjyi : 1 ≤ i < j ≤ n}.

Согласно [7, теорема 9], полиномы вида xαMβ, не содержащие произведений
xiMjk с i < j < k и MijMkl с i < j < k < l, образуют базис пространства R.
Следовательно, в условиях теоремы наборы Si и Ti можно выбрать не зависящими
от yi.

Следствие [4, теорема 2]. Система (3) формально эквивалентна системе вида

ẋi = yi,

ẏi = fi + yigi,

где ряды fi, gi не зависят от yi.

Формула из следствия естественным образом обобщает нормальную форму Та-
кенса (см. [6, proposition 2.2]) и совпадает с ней, если n = 1.
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Пример. Пусть n = 2. В этом случае гамильтоновы резонансные наборы Si и Ti

определяются условиями из формулировки следствия однозначно и состоят из моно-
мов xp1

1 x
p2

2 y
q2
2 , p1 ≥ q2, для i = 1 и xp1

1 x
p2

2 y
q1
1 , p2 ≥ q1, для i = 2. Соответствующая

обобщенная нормальная форма имеет вид

ẋ1 = y1,

ẏ1 =
∑

p1+1≥q2

Y
(p1,p2,0,q2)
1 xp1

1 x
p2

2 y
q2
2 + y1

∑
p1≥q2

Y
(p1,p2,1,q2)
1 xp1

1 x
p2

2 y
q2
2 ,

ẋ2 = y2,

ẏ2 =
∑

p2+1≥q1

Y
(p1,p2,q1,0)
2 xp1

1 x
p2

2 y
q1
1 + y2

∑
p2≥q1

Y
(p1,p2,q1,1)
2 xp1

1 x
p2

2 y
q1
1 .
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ON FINDING GENERALIZED NORMAL FORMS OF SYSTEMS WITH
A HAMILTONIAN UNPERTURBED PART USING THE BELITSKII METHOD
Artur S. Vaganyan
St. Petersburg State University, Universitetskaya nab., 7–9, St. Petersburg, 199034, Russian Federation;
armay@yandex.ru
This work continues an article written in collaboration with V. V. Basov about finding the structures
of generalized normal forms of two-dimensional autonomous systems of ordinary differential equations
with a Hamiltonian unperturbed part and non-Hamiltonian perturbation. In this article we consider the
case of systems of four and more equations with a Hamiltonian quasi-homogeneous unperturbed part
generated by the Hamiltonian of the form H =

∑n
i=1Hi(xi, yi). By means of a special decomposition of

the perturbation similar to splitting into Hamiltonian and non-Hamiltonian components that was used by
A. Baider and J. Sanders in two-dimensional case, we reduce the problem of finding the generalized normal
form for such a system to the question about the normal form of power series. Normalization of a power
series was studied earlier by G. R. Belitskii. We use the method of G. R. Belitskii and develop his ideas by
introducing the notions of Hamiltonian resonant and reduced resonant sets, and in these terms formulate
the normalization theorem. As a consequence of the theorem we give a generalization of the result due to
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Takens on the normal form of a system with a nilpotent linear part to the case of an arbitrary number of
Jordan blocks. In particular, for n = 2 we find explicitly one of the generalized normal forms in the sense
of V. V. Basov for a system of four equations with an unperturbed part (y1, 0, y2, 0). Refs 7.

Keywords: normal forms, Belitskii method, Takens normal form.
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