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В работе рассмотрены гиперболические формальные группы, происходящие из теории эл-
липтических кривых, с точки зрения теории формальных модулей. В первой части работы
изучены свойства гиперболических формальных групп: даны явные формулы для формаль-
ных логарифма и экспоненты, изучена их сходимость. Во второй части найдена изогения, ее
ядро и высота, построен p-типический логарифм. Далее построены экспонента Артина—Хассе
и функция Востокова, проверена корректность их построения и основные свойства. Библиогр.
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Введение. В теории эллиптических кривых есть особый класс так называемых
гиперболических кривых. Уравнение Вейерштрасса в проективной плоскости для та-
ких кривых имеет вид

Y 2Z + μ1XY Z = X3 + μ2X
2Z.

В настоящей работе мы изучаем формальные группы, соответствующие этим кривым.
Мы строим основные арифметические характеристики этих формальных групп— ло-
гарифм и экспоненту (см. п. 1), исследуем их сходимость в полных дискретно норми-
рованных полях (см. п. 1.3). Далее мы находим изогению и ее ядро для гиперболиче-
ских формальных групповых законов (см. п. 2). Наконец, в целях нахождения явных
формул спаривания Гильберта для гиперболических формальных модулей, постро-
енных на максимальном идеале кольца целых локального поля, строим p-типический
логарифм, функцию Артина—Хассе и обратную к ней функцию Востокова (см. п. 3).

1. Логарифм и экспонента гиперболического группового закона.
1.1. Инвариантный дифференциал. Для формальной группы F (X,Y ) над коль-
цом A инвариантным формальным дифференциалом называется дифференциаль-
ная формальная форма вида ω(X) = P (X)dX ∈ A[[X ]]dX такая, что выполняется
ω ◦ F (X,Y ) = ω(X) (подробнее см. в [1, с. 125]).

Для любого формального ряда P [X ] ∈ A[[X ]], удовлетворяющего равенству
P (F (X,Y ))F (X,Y )x = P (X), дифференциальная форма ω(X) = P (X)dX будет фор-
мальным дифференциалом (здесь под Fx мы понимаем формальную производную
F (X,Y ) по первой переменной). Если справедливо P (0) = 1, дифференциальная
форма ω называется нормализованным инвариантным дифференциалом и обозна-
чается Ω.

Известно, что для любой формальной группы F над кольцом A существует един-
ственный нормализованный инвариантный дифференциал вида Ω = Fx(0, X)−1dX , а
все остальные инвариантные дифференциалы имеют вид aΩ, где a ∈ A (см., напри-
мер, [1, с. 125]).
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1.2. Логарифм и экспонента формальной гиперболической группы.
Для гиперболических эллиптических кривых соответствующая формальная группа
имеет вид (см. [2])

Fμ1,μ2(X,Y ) =
X + Y − μ1XY

1 + μ2XY
.

Замечание. В дальнейшем будем предполагать, что уравнение T 2 − μ1T − μ2 =
0O (где O—кольцо, над которым мы рассматриваем Fμ1,μ2) разрешимо в O и a, b ∈
O—корни этого уравнения. Тогда будем иметь μ1 = a+b, μ2 = −ab, и, следовательно

Fa,b(X,Y ) =
X + Y − μ1XY

1 + μ2XY
=
X + Y − (a+ b)XY

1− abXY
.

Логарифм формальной группы Fa,b, который является изоморфизмом из Fa,b в
аддитивную формальную группу Ga = X+Y , задается с помощью нормализованного
инвариантного дифференциала Ω, как формальный интеграл: λFa,b

=
∫
Ω (см. [3,

с. 1058]).
Для вычисления нормализованного инвариантного дифференциала Ω найдем

Fa,b(X,Y )x =
abY 2 − (a+ b)Y + 1

(1 − abXY )
2 .

Тогда дифференциал будет равен

ΩFa,b
(X) = Fa,b(0, X)

−1
x dX =

(
abX2 − (a+ b)X + 1

)−1
dX =

dX

(1− aX)(1− bX)
.

Пусть выполняется a �= b, тогда будем иметь

dX

(1− aX)(1− bX)
=

1

(a− b)X
·
(

1

1− aX
− 1

1− bX

)
dX =

dX

a− b

∑
n�0

(
an+1 − bn+1

)
·Xn.

Формально проинтегрировав последний ряд, получим

λFa,b
(X) = (a− b)

−1 ·
∑
n�0

(an+1 − bn+1)

n+ 1
·Xn+1, a �= b

или
λFa,b

(X) = (a− b)
−1 ·

(
log

(
1− bX

1− aX

))
, a �= b.

Вычислим теперь формальную экспоненту для формальной группы Fa,b, которая
является обратной по суперпозиции к ряду λFa,b

:

eFa,b
(X) =

exp(aX)− exp (bX)

a · exp (aX)− b · exp (bX)
, a �= b.

Замечание. Несложно проверить, что при a = b логарифм формальной груп-
пы Fa,a будет равен λFa,a = a−1

∑
n�1 a

nXn, что в точности соответствует общему
случаю, если записать λFa,b

в виде

λFa,b
(X) = (a− b)

−1 ·
∑
n�0

an+1 − bn+1

n+ 1
·Xn+1 =

∑
n�0

⎛⎝ n∑
k�0

(akbn−k)

n+ 1

⎞⎠ ·Xn+1.

Аналогичное замечание верно и для экспоненты eFa,a(X).
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1.3. Области сходимости формальных экспоненты и логарифма.
Пусть O— полное дискретно нормированное кольцо нулевой характеристики и ν —
нормирование в O. Пусть M—максимальный идеал O, а p = Char(O/M)—характе-
ристика его поля вычетов (мы будем предполагать, что это не ноль).

Зададим кольцо Õ как Õ = O ⊗ Q и продолжим ν на тензорное произведение
естественным образом:

ν(a⊗ b) = ν(a) + ordp(b) · ν(p), a ∈ O, b ∈ Q.

Пусть ‖x‖ρ = ρν(x) —норма на O, где ρ ∈ R, 0 < ρ < 1. Изучим сходимость
формальных степенных рядов f(X) =

∑
n�0 anX

n с коэффициентами из O по норме
‖ ‖ρ. Известно (см., например, [1]), что

DV1) для всех натуральных чисел n справедливо неравенство ν(n!) � ν(p) · n−1
p−1 ;

DV2) ряд f =
∑

n≥0 an сходится тогда и только тогда, когда имеет место равенство
lim
n→∞ ν(an) = ∞;

DV3) пусть ряд f(x) =
∑

n≥0 anx
n сходится на множестве A, и при этом существует

N ∈ N такое, что для всех натуральных чисел n �= N и для всех элементов x
из множества A верно ν(anx

n) � ν(aNx
N ); тогда для всех x из A также верно

ν(f(x)) = ν(aNx
N ).

Пусть имеем a, b, c, ai, bi ∈ O. Введем следующие обозначения:

• Dr = {x ∈ Õ|ν(x) > r};
• Bf(x) = Dlogρ(rf(x)) — экспоненциальный круг сходимости ряда f(x), если {x ∈
Õ| ‖x‖ρ < rf(x)}—круг сходимости ряда f(x);

• PL(x) =
∑
n�1

an

n x
n;

• PE(x) =
∑
n�1

bn
n! x

n;

• ME(x) =
∑
n�1

cn

n! x
n;

• MEa,b(x) =ME((a− b)x)− 1;

• MHLa(x) =
∑
n�1

(a)n−1xn;

• MLa(x) =
∑
n�1

(a)n−1

n xn;

• HLa,b(x) = (b− a)−1
∑
n�1

an−bn

n xn;

• для последних четырех рядов можно рассматривать ACf(x) —множество значе-
ний параметров (a, b), при которых ряд f(x) сходится на границе круга сходи-
мости;

• φ = ν(p)/(p− 1);

• (f(X))n — n-й член ряда f(x) =
∑
n≥0

anx
n.
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Предложение 1.1. Справедливы утверждения:

a) BPL(x) = {x ∈ Õ|ν(x) > 0};
ряд PE сходится в каждой точке области D ν(p)

p−1
, причем если выполняется

b1 ∈ O∗, справедливо ν(PE(x)) = ν(x) при x ∈ BPE(x);

b)c) BME(x) = D ν(p)
p−1

, ряд ME расходится на границе круга.

Доказательство. a) ВоспользуемсяDV 2 и изучим предел нормирования общего
члена ряда на бесконечности, учитывая an ∈ O: ν(PL(x))n = ν

(
an

n x
n
)
� n ·

ν(x)− ν(n) � n · ν(x)− (logp(n))ν(p) → ∞ при n→ ∞.

b) Воспользовавшись DV 1 и bn ∈ O, получим ν(PE(x))n = ν
(
bn
n! x

n
)
� nν(x) −

ν(n!) � nν(x) − (n − 1) · ν(p)
p−1 = ν(x) + (n − 1) ·

(
ν(x) − ν(p)

p−1

)
. Очевидно, что

при ν(x) > ν(p)
p−1 выполняется ν(PE(x))n � ν(x) + (n − 1) · (ν(x) − ν(p)

p−1 ) → ∞
при n → ∞. Более того, имеем ν (PE(x)n) > ν(x) ∀n � 2, поэтому, учитывая
ν(PE(x))1 = ν(b1 · x) = ν(x), в соответствии с DV 3, получаем ν(PE(x)) = ν(x)

при ν(x) > ν(p)
p−1 .

c) В предыдущем пункте мы доказали D ν(p)
p−1

⊂ BME . Предположим, что обратное
неверно, тогда в BME должна по меньшей мере содержаться граница D ν(p)

p−1

, т. е.

для любого τ ∈ {θ ∈ Õ| ν(θ) = ν(p)
p−1} ряд ME(τ) сходится. Это эквивалентно

ν(ME(τ))n → ∞ при n → ∞. Выделив подпоследовательность, окончательно
получим ν(ME(τ))pm → ∞ при m→ ∞. Проверим, что это не так:

lim
m→∞ν(ME(τ))pm = lim

m→∞

(
pm

ν(p)

p− 1
− ν(p)

m∑
n=1

pm−1

)
=

= lim
m→∞

(
ν(p)

(
pm

p− 1
− pm − 1

p− 1

))
=

ν(p)

p− 1
.

Таким образом, мы нашли явное противоречие, заодно изучив поведение ряда
на границе.

Из предложения 1.1 непосредственно вытекает следствие.

Следствие 1.2. Пусть имеем a, b ∈ O. Тогда справедливы следующие утверждения:
BMHLa(x) = D0, ACMHLa(x) = {a ∈ O|ν(a) > 0};
BMLa(x) = D0, ACMLa(x) = {a ∈ O|ν(a) > 0};
BHLa,b(x) = D0, ACHLa,b(x) = O ×O \ {(a, b)| a, b ∈ O, ν(a) + ν(b) �= 0};
BMEa,b(x) = Dφ−ν(a−b), ACMEa,b(x) пусто.

Теорема 1.3 (Сходимость формальных логарифма и экспоненты). Пусть
Fa,b(X,Y ) = (X + Y − (a+ b)XY )/(1 − abXY )— гиперболический формальный груп-
повой закон над O, тогда справедливы утверждения:

1) логарифм λFa,b
(x) = (a− b)

−1 ·
∑
n�0

(an+1−bn+1)
n+1 · xn+1 расходится, только если

выполняется ν(abx) = 0, и сходится во всех остальных случаях.
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2) экспонента eFa,b
(x) = exp (ax)−exp (bx)

a·exp (ax)−b·exp (bx) в случае a �= b сходится при ν(x) >
ν(p)
p −ν(a− b) и расходится в остальных точках, в случае a = b �= 0 расходится

только лишь в точке 0, и, наконец, если a = b = 0, сходится во всех точках.

Доказательство. Формальный логарифм λFa,b
совпадает с HLa,b, для которого мы

уже доказали требуемое в следствии 1.2.
Формальная экспонента определяется равенством eFa,b

= exp (a−b)X−1
a exp (a−b)X−b =

b−1 MEa,b

a·MEa,b−b . В случае x ∈ Dφ−ν(a−b) ряд MEa,b сходится, согласно следствию 1.2, а
значит, если выполняется aMEa,b �= b (что, очевидно, возможно только при a = b),
экспонента сходится как отношение сходящегося и ненулевого сходящегося. Проверим
теперь сходимость на границе круга, т. е. предположим x = ν(p)

p−1 − ν(a− b). Предста-
вим экспоненту в следующем виде:

eFa,b
=

(
b− a

a · a exp ((a− b)x) − ba

)
+ a−1 = G(x) + a−1.

Заметим, что если G сходится не к a−1, сходится и ряд 1/G, который равен
(a · a exp ((a− b)x) − ba)/(b− a) и, очевидно, расходится на границе Dφ−ν(a−b).

Остается случай a = b (предположим пока, что выполняется a �= 0). В этом
случае будем иметь

λFa,b
= a−1

∑
n�1

anxn,

а значит экспонента представляется как

eFa,b
=

1

a
− 1

x

и, очевидно, расходится только при x = 0. В случае a = b = 0 мы получаем аддитив-
ный групповой закон с линейной экспонентой.

2. Изогения, ее ядро и высота, p-типический логарифм. Пусть Fa,b —
гиперболическая формальная группа, заданная на кольце A. Вычислим ее изогению
[n]a,b(X) = eFa,b

(nλFa,b
(X)). После подстановки будем иметь

[n]a,b(X) =
exp
(
(a− b)n(a− b)

−1 ·
(
log
(

1−bX
1−aX

)))
− 1

a exp
(
(a− b)n(a− b)

−1 ·
(
log
(

1−bX
1−aX

)))
− b

.

Упростив, получим

[n]a,b(X) =

(
1−bX
1−aX

)n
− 1

a
(

1−bX
1−aX

)n
− b

.

Найдем ее ядро:(
1−bX
1−aX

)n
− 1

a( 1−bX
1−aX )

n − b
= 0 ⇔

(
1− bX

1− aX

)n

− 1 = 0 ⇔ (aζ − b)X = ζ − 1 ⇔ X =
ζ − 1

aζ − b
,

где ζ — корень n-й степени из 1.
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Теперь изучим ряд [p]a,b по модулю p, считая p нечетным простым числом:

[p]a,b(X) =

(
1−bX
1−aX

)p
− 1

a
(

1−bX
1−aX

)p
− b

=
Xp(a− b)

p

a− abpXp − b+ bapXp
=

=
(ap − bp)(ab)

−1

a− b

Xp

1 +Xp · ap−1−bp−1

a−b

= Σ1 · (ab)−1 Xp

1 +Xp · Σ2
,

где использованы обозначения Σk = ap−k+1−bp−k+1

a−b =
p−k∑
i=0

aibp−k−i, k = 1, 2. Далее
раскроем ряд

Σ1 · (ab)−1 Xp

1 +Xp · Σ2
= Σ1 · (ab)−1

∑
n�1

Xpn · (Σ2)
n
.

Таким образом, имеем [p]a,b(X) ≡ g(Xp) mod p, и следовательно высота Fa,b равна 1,
т. е. мы доказали следующую теорему.

Теорема 2.1. Гиперболическая формальная группа имеет высоту 1 и изогению

[n]a,b(X) =
( 1−bX
1−aX )

n − 1

a( 1−bX
1−aX )

n − b

с ядром ker[n]a,b(X) = {ξn|ξn = ζ−1
aζ−b}.

Следствие 2.2. Универсальный p-типический закон, соответствующий Fa,b, име-
ет логарифм вида

λa,b,p(X) = (a− b)−1 ·
∑
n≥0

ap
n − bp

n

pn
·Xpn

.

Теперь будем рассматривать a и b, как переменные. Определим операторы Λ,
Λ−1, Δ следующим образом:

Δ(tm) = tpm, где t ∈ {a, b,X}—переменная (оператор Фробениуса),

Λ(Δ) =
(
1− Δ

p

)−1

,

Λ−1(Δ) =
(
1− Δ

p

)
.

Предложение 2.3. Универсальный p-типический закон, соответствующий Fa,b,
имеет логарифм вида

λa,b,p(X) = (a− b)
−1

Λ(Δ) ((a− b)X) .

Доказательство. Это проверяется простой подстановкой:

(a− b)
−1

Λ(Δ) ((a− b)X) = (a− b)
−1

(Λ(Δ)(aX)− Λ(Δ)(bX)) =

= (a− b)−1

⎛⎝∑
n≥0

ap
n

pn
·Xpn −

∑
n≥0

bp
n

pn
·Xpn

⎞⎠ =

= (a− b)
−1 ·

∑
n≥0

ap
n − bp

n

pn
·Xpn

= λa,b,p(X). �
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В дальнейшем нам понадобится и обратный к p-типическому логарифму ряд
ea,b,p, который мы будем называть p-типической экспонентой. Его удобно записать
на языке операторов.

Предложение 2.4. Универсальный p-типический закон, соответствующий Fa,b,
имеет экспоненту (p-типическую экспоненту) вида

ea,b,p(X) = (a− b)−1Λ−1 ((a− b)X) .

Доказательство. Убедимся, что ряды действительно взаимно обратны:

ea,b,p (λa,b,p(X)) = (a− b)
−1

Λ−1
(
(a− b)

(
(a− b)

−1
Λ(Δ) ((a− b)X)

))
=

= (a− b)−1Λ−1 (Λ(Δ)((a− b)X)) = (a− b)−1(a− b)X = X. �
3. Гиперболические формальные модули. 3.1. Экспонента Артина—

Хассе. Пусть O—полное дискретно нормированное кольцо нулевой характеристики
с совершенным полем вычетов, неразветвленное над Zp (тут под p мы, как и ранее,
подразумеваем нечетное простое число), и σ— автоморфизм Фробениуса на O. Опре-
делим оператор Фробениуса Δ на кольце XO[[X ]]:

Δ(aXm) = σ(a)Xpm, a ∈ O.

Пусть F —формальная группа над O высоты h с логарифмом λ и экспонентой e.
Зададим на XO[[X ]] структуру кольца рядов Картье:

f +F g = F (f, g), f, g ∈ XO[[X ]].

Пусть Fp — p-типическая формальная группа изоморфная F с логарифмом λFp . Рас-
смотрим формальный ряд Λ ∈ O[Δ] такой, что выполняется λFp = Λ(Δ)(X). Экспо-
нентой Артина—Хассе и l-функцией Востокова формальной группы F над O будем
называть, соответственно, следующие формальные степенные ряды:

1. EF (f) = e(Λ(Δ))(f);

2. lF (f) = Λ
−1

(Δ)(λ(f)),

где f ∈ XO[[X ]], а под Λ
−1

мы подразумеваем обратный по композиции ряд.

3.2. Гиперболическая формальная группа. Пусть Fa,b —формальная ги-
перболическая группа. Согласно предложениям 2.3 и 2.4 соответствующие ей
p-типические логарифм и экспонента имеют вид

λa,b,p(X) = (a− b)−1Λ(Δ)((a− b)X);

ea,b,p(X) = (a− b)
−1

Λ−1 ((a− b)X) ,

где обозначено

Λ(Δ) =

(
1− Δ

p

)−1

.

Формальные экспонента и логарифм имеют вид

eFa,b
(X) =

exp ((a− b)X)− 1

a · exp ((a− b)X)− b
, λFa,b

(X) = (a− b)
−1 ·

(
log

(
1− bX

1− aX

))
.

Основываясь на этом, мы можем доказать следующую теорему.
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Теорема 3.1. Экспонента Артина—Хассе и l-функция Востокова формального ги-
перболического закона имеют, соответственно, вид

EFa,b
(X) =

exp

((
1− Δ

p

)−1

(a− b)X

)
− 1

a · exp
(
1− Δ

p

−1
(a− b)X

)
− b

,

lFa,b
(X) = (a− b)

−1

((
1− Δ

p

)−1

log

(
1− bX

1− aX

))
.

Доказательство. Простая подстановка легко дает нам заявленное.

Доказательство следующего утверждения следует непосредственно из лемм 2–4
работы [4].

Теорема 3.2 (Свойства экспоненты Артина—Хассе). 1. EFa,b
, lFa,b корректно

определены, т. е. если справедливо f ∈ XO[[X ]], выполняется EFa,b
(f), lFa,b(f) ∈

XO[[X ]], и являются взаимно обратными. 2. EFa,b
(f + g) = EFa,b

(f) +F EFa,b
(g).
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found. Further on Artin—Hasse function and Vostokov function were constructed, both correctness and
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formal modules can be explored. To sum up, this is the very first step of deriving explicit formula for Hilbert
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