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Темпы развития многопроцессорной вычислительной техники способствуют исследованию
параллельных алгоритмов, среди которых немаловажную роль играют метод Монте-Карло и
асинхронные итерации. Выгодной особенностью таких алгоритмов является отсутствие необ-
ходимости наличия глобального времени в многопроцессорной системе (отсутствие синхрони-
зации) и эффективность загрузки имеющихся вычислительных ресурсов (отсутствие простоя
процессоров). В работе развивается и обобщается на нелинейный случай предложенный ра-
нее авторами метод частичной синхронизации итераций при решении систем уравнений вида
x = F (x), где x—неизвестный вектор-столбец длины n, а F — оператор из Rn в Rn. Рассматри-
ваются такие операторы F , для которых не выполнено достаточное условие сходимости асин-
хронных итераций, но при этом сходятся простые итерации. В этом случае можно указать при-
мер оператора и свойства вычислительной системы, при которых асинхронные итерации будут
расходиться. При этом эффективным решением может стать частичная синхронизация. Пред-
ложен алгоритм, обеспечивающий сходимость асинхронных итераций и метода Монте-Карло
для указанного класса операторов. Оценивается скорость сходимости метода. Результаты могут
быть полезны при решении больших задач на многопроцессорных вычислительных комплексах.
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Введение. Бурное развитие вычислительной техники делает весьма актуальны-
ми проблемы синхронизации вычислений. Для многих вычислительных комплексов
может оказаться выгодным использование алгоритмов более медленных, чем опти-
мальные, но не требующих синхронизации в процессе вычислений. В данной работе
рассматриваются алгоритмы с частичной синхронизацией для итерации широкого
класса операторов. Линейный случай обсуждался ранее в работе авторов [1].

Асинхронные итерации. Рассмотрим задачу нахождения неподвижной точки

x = F (x), (1)

x = (x1, x2, . . . , xn)
T —вектор-столбец неизвестных, F = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x))

T —
оператор из Rn в Rn. Так как в дальнейшем будет рассматриваться последователь-
ность векторов наряду с их элементами, введем следующие обозначения: компоненты
вектора x из Rn будем обозначать xi, i = 1, . . . , n, а последовательность векторов из
Rn будем обозначать x(j), j = 0, 1, . . .. Метод простых итераций, при помощи которо-
го будет осуществляться поиск неподвижной точки в (1), запишется в предложенных
обозначениях в виде

x(k + 1) = F (x(k)), k = 0, 1, . . . , (2)

для некоторого начального x(0).
Условия, при которых процесс (2) сходится к неподвижной точке оператора F ,

можно найти, например, в [2]. Среди всевозможных условий особо выделим следую-
щий класс операторов и связанную с этим классом теорему.
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Определение 1. Отображение F : D ⊂ Rn → Rn называется сжимающим на
D0 ⊂ D, если существует такое α < 1, что справедливо ‖F (x) − F (y)‖ < α‖x − y‖
при всех x, y ∈ D0.

Теорема 1. Пусть отображение F : D ⊂ Rn → Rn сжимающее на замкнутом
множестве D0 ⊂ D и выполняется F (D0) ⊂ D0. Тогда F имеет единственную
неподвижную точку x∗ ∈ D0, и для любого начального x(0) ∈ D0 последователь-
ность {x(k)}, определяемая (2), сходится к x∗.

Будем следовать достаточно общему определению асинхронных итераций, дан-
ному в [3].

Пусть X1, X2, . . . Xn — заданные множества, а X —их декартово произведение:

X = X1 ×X2 × · · · ×Xn.

Элемент x ∈ X соответственно имеет структуру

x = (x1, x2, . . . , xn),

где xi принадлежат Xi, i = 1, . . . , n. Пусть заданы функции fi : X → Xi, а функция
F : X → X представляется в виде

F (x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) , ∀x ∈ X.

Задача состоит в нахождении неподвижной точки оператора F , т. е. такой x∗ ∈ X ,
что выполняется x∗ = F (x∗) или в покомпонентной записи

x∗i = fi(x
∗), i = 1, . . . , n.

Далее определим асинхронную версию метода простых итераций, которую впослед-
ствии будем называть асинхронными итерациями:

xi := fi(x), i = 1, . . . , n.

Предположим, что T = {0, 1, 2, . . .}— это множество моментов времени, в кото-
рые одна или несколько компонент xi вектора x обновляется некоторым процессором
распределенной вычислительной системы. Классификацию систем для параллельных
вычислений можно найти, например, в [3]. Обозначим через T i множество моментов
времени, в которые происходит обновление xi.

Разумно предположить, что в распределенной системе процессор, обновляющий
компоненту xi, не всегда имеет актуальную информацию по другим компонентам
вектора x. Поэтому в асинхронном случае допускается использование устаревшей
информации. Этот факт можно записать в следующем виде:

xi(t+ 1) = fi
(
x1(τ

i
1(t)), . . . , xn(τ

i
n(t))

)
, ∀t ∈ T i, (3)

где τ ji (t)—моменты времени, удовлетворяющие неравенству

0 ≤ τ ji (t) ≤ t, ∀t ∈ T.

Для всех моментов t /∈ T i считаем, что xi не обновляется:

xi(t+ 1) = xi(t), ∀t /∈ T i. (4)
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Элементы множества T следует рассматривать как индексы последовательно-
сти моментов реального времени, в которые происходит обновление. Процессорам,
которые не обновляют компоненту xi, не обязательно знать множество T i, так как
этого не нужно для расчета итераций (3) и (4) и поэтому нет необходимости иметь
в системе глобальное время. Разница (t − τ ji (t)) между текущим временем и вре-
менем τ ji (t), когда процессором, обновляющим xi, в последний раз была получена
информация о компоненте xj , может быть рассмотрена как задержка в передаче ин-
формации. Удобно рассматривать вычислительный процесс в данной ситуаций сле-
дующим образом: в момент t ∈ T i процессор, закончивший предшествующие расчеты
и готовый выполнить новые, получает посредством некоторого механизма величины
x1(τ

i
1(t)), . . . , xn(τ

i
n(t)), а затем обновляет xi по формуле (3), при этом ему совершенно

не обязательно знать значения t, τ i1(t), . . . , τ in(t) и элементов множеств T j, j = 1, . . . , n.
Заметим, что такие итеративные методы для решения систем линейных уравне-

ний, как метод Якоби и метод Гаусса—Зейделя, являются частными случаями итера-
ции (3).

Чтобы называть итерации (3), (4) асинхронными, необходимо добавить опреде-
ленные условия на множества T i и моменты времени τ ji (t).

Множества T i являются бесконечными и для любой последовательности
{tk} ⊆ T i, стремящейся к бесконечности, выполнено limk→∞ τ ij (tk) = ∞ для j =
1, . . . , n.

Данное предположение гарантирует, что каждая компонента обновится бесконеч-
ное число раз, а старая информация в конечном итоге выйдет из обработки. В даль-
нейшем будем считать, что это предположение выполнено.

После введения итераций (3), (4) и сделанных относительно них предположе-
ний возникает вопрос— при каких условиях итерации сходятся к неподвижной точке
оператора F . Достаточные условия (см. [3]) дает следующая теорема.

Теорема 2. Пусть существует последовательность непустых множеств {X(k)},
удовлетворяющих условиям:

• · · · ⊂ X(k + 1) ⊂ X(k) ⊂ · · · ⊂ X(0) ⊂ X;

• F (x) ∈ X(k+1) для любого k и ∀x ∈ X(k); более того, если последовательность
{y(k)} такая, что выполняется y(k) ∈ X(k) для k = 0, 1, . . . , тогда каждая
предельная точка {y(k)} является неподвижной точкой оператора F ;

• для любого k ∈ {0, 1, . . .} существуют множества Xi(k) ∈ Xi такие, что
справедливо

X(k) = X1(k)×X2(k)× · · · ×Xn(k);

• начальное приближение x(0) принадлежит X(0).

Тогда каждая предельная точка последовательности {x(t)}, определяемой асинхрон-
ными итерациями, является неподвижной точкой оператора F .

Заметим, что первое и второе условия теоремы вместе подразумевают, что син-
хронные итерации x := F (x), начинающиеся с некоторого начального x из X(0),
сходятся к неподвижной точке оператора F . Третье условие означает, что если взять
произвольный элемент X(k) и сделать в нем перестановку, снова получится элемент
множества X(k).
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Далее ограничимся рассмотрением операторов вида F : Rn → Rn. Рассмотрим
следующую норму на Rn:

‖x‖ω = maxi
|xi|
ωi

,

где обозначено ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) ∈ Rn и wi > 0, i = 1, . . . , n.
Если теперь рассматривать сжимающие отображения с параметром сжатия α < 1

и положить в определении асинхронных итераций Xi = R, i = 1, . . . , n, а также
X = Rn, то согласно теореме, чтобы показать, что асинхронные итерации сходятся к
неподвижной точке x∗ оператора F , нужно построить последовательность множеств
{X(k)}. Определим их следующим образом:

X(k) = {x ∈ Rn | ‖x− x∗‖ω ≤ αk‖x(0)− x∗‖ω}.

Нетрудно проверить выполнение условий теоремы. Далее будем использовать следу-
ющие нормы:

‖x‖ = max
1≤i≤n

|xi| для вектора x = (x1, . . . , xn)
T ; (5)

‖A‖ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij | для матрицы A = ‖aij‖ni,j=1. (6)

Система линейных уравнений. Рассмотрим случай

F (x) = Ax+ b,

где A = ‖aij‖ni,j=1 — заданная матрица, b ∈ Rn — заданный вектор правых частей. При
этом выполняется поиск такого x∗, что справедливо равенство

x∗ = Ax∗ + b.

Асинхронные итерации (3), (4) для системы линейных уравнений будут иметь вид

xi(t+ 1) =

n∑
j=1

aijxj(τ
i
j (t)) + bi, t ∈ T i,

xi(t+ 1) = xi(t), t /∈ T i.

(7)

В работе [4] было доказано, что хаотические релаксации, которые являются част-
ным случаем асинхронных итераций, для системы линейных уравнений сходятся к
решению системы тогда и только тогда, когда выполняется неравенство λ1(|A|) < 1.
В [3] было получено обобщение этого результата для случая асинхронных итераций.

Теорема 3. Пусть матрица A такая, что матрица I − A обратима. Тогда экви-
валентны следующие утверждения:

1) λ1(|A|) < 1;

2) для любого начального x(0) для любого b ∈ Rn для любых множеств T i, удовле-
творяющих условиям из определения асинхронных итераций, для любого выбо-
ра переменных τ ij (t) таких, что выполняется t− 2 < τ ij (t) < t, последователь-
ность, порождаемая асинхронными итерациями (7), сходится к (I −A)−1b.
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Таким образом, если обычный (синхронный) процесс сходится, т. е. справедливы
неравенства |λ1(A)| < 1 и λ1(|A|) > 1, то по крайней мере асинхронные итерации
некоторого вида обязательно расходятся. Можно попытаться исправить положение,
осуществляя после некоторой группы асинхронных итераций определенное количе-
ство синхронных, которые уменьшают ошибку (частичная синхронизация).

Будем далее рассматривать алгоритм, который после каждых m асинхронных
итераций, использует l обычных. Очевидно, существует такое m, при котором этот
комбинированный итерационный процесс будет сходиться, но медленнее, вообще гово-
ря, чем процесс, полностью синхронизированный. Поэтому наш подход имеет смысл,
если асинхронные итерации существенно дешевле, чем синхронные.

Оценка возможной получаемой выгоды существенно зависит от вида матрицы
A и в общем случае может быть достаточно грубой. По-видимому, наиболее эффек-
тивным здесь может быть численный эксперимент. Тем не менее мы докажем лемму,
которая указывает границы роста ошибки в асинхронном случае при λ1(|A|) > 1.

Пусть x(t), t = 0, 1, 2, . . . , — последовательность асинхронных итераций для си-
стемы

x = Ax+ b,

а x̃— ее решение. Тогда x(t) можно представить в виде x(t) = x̃+Δx(t), где Δx(t)—
последовательность асинхронных итераций для системы

x = Ax.

Лемма 1. Если для матрицы A выполнено |λ1(A)| < 1 и λ1(|A|) > 1, имеет место
неравенство

‖Δx(k)‖ ≤ ‖A‖k‖Δx(0)‖ (8)

для k = 0, 1, 2, . . . .

Доказательство. Проведем доказательство по индукции. Для k = 0 имеем

‖Δx(0)‖ = ‖A‖0‖Δx(0)‖,

и, следовательно, база индукции доказана. Пусть теперь (8) выполнено для всех k ≤
m. Покажем, что (8) выполняется при k = m+ 1. Согласно определению асинхронных
итераций, если имеем m ∈ T i, выполняется

Δxi(m+ 1) =
n∑

j=1

aijΔxj(τ
i
j (m)),

а если имеем m /∈ T i, выполняется

Δxi(m+ 1) = Δxi(m).

Пусть Δx̂— вектор длины 2n такой, что справедливы равенства Δx̂i =
Δxi(m), Δx̂n+i = 0 при m ∈ T i и Δx̂i = 0, Δx̂n+i = Δxi(m) при m /∈ T i. Обозначим
вектор (Δx1(τ

i
1(m)), . . . ,Δxn(τ

i
n(m)))T за Δ̃x. Для Δx̂, Δ̃x и Δx(m) имеем равенство

Δx̂ =

(
A1 0
0 A2

)(
Δ̃x

Δx(m)

)
,
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где A1, A2 —матрицы n×n. При m ∈ Tj j-я строка матрицы A1 равняется j-й строке
матрицы A, а при m /∈ Tj j-я строка матрицы A1 состоит из нулей. Матрица A2 —
диагональная матрица, для которой j-й элемент диагонали равен 0, если выполняется
m ∈ Tj , и равен 1 в противном случае.

Заметим, что справедливы соотношения ‖Δx̂‖ = ‖Δx(m + 1)‖, ‖A1‖ ≤ ‖A‖, и
в силу ‖A‖ ≥ |λ1(|A|)| > 1, выполнено неравенство ‖A2‖ ≤ ‖A‖. Тогда справедливо
неравенство

‖Δx(m+ 1)‖ =

∥∥∥∥(A1 0
0 A2

)(
Δ̃x

Δx(m)

)∥∥∥∥ ≤ ‖A‖
∥∥∥∥( Δ̃x

Δx(m)

)∥∥∥∥ .
Пусть выполняется ‖(Δ̃x

T
,Δx(m)T )‖ = |Δxj′ (s′)| для некоторого натурального

s′ < m и 1 ≤ j′ ≤ n. Так как имеем s′ < m, в силу предположения индукции будет
выполнено ∥∥∥∥( Δ̃x

Δx(m)

)∥∥∥∥ ≤ ‖Δx(s′)‖ ≤ ‖A‖s′‖Δx(0)‖ ≤ ‖A‖m‖Δx(0)‖,

а следовательно, и
‖Δx(m+ 1)‖ ≤ ‖A‖m+1‖Δx(0)‖.

Лемма доказана.

Теперь легко доказать следующую теорему.

Теорема 4. Если итерационный процесс состоит из последовательности групп m
асинхронных итераций и затем l синхронных, при достаточно большом l он схо-
дится. При этом сходится не медленнее чем λε (‖A‖/λε)m/(m+l) для произвольного
λε, удовлетворяющего неравенству |λ1(A)| < λε < 1.

Доказательство. Из леммы 2 следует, что за m асинхронных итераций ошибка
может возрасти не более чем в ‖A‖m раз. Поскольку справедливо |λ1(A)| < 1, то для
∀ε > 0 такого, что выполняется ε < 1 − |λ1(A)|, найдется такое l0, что для ∀l ≥ l0
будет выполняться неравенство ‖Al‖ < (|λ1(A)|+ ε)l < 1. Обозначим (|λ1(A)| + ε) за
λε. Нетрудно видеть, что имеет место неравенство |λ1(A)| < λε < 1. Норму ошибки
после m + l итераций (m асинхронных и l синхронных) можно оценить следующим
образом:

‖Δx(m+ l)‖ ≤ ‖Al‖‖A‖m‖Δx(0)‖ < λlε‖A‖m‖Δx(0)‖.

При достаточно большом l имеем λlε‖A‖m < 1, что и доказывает первую часть теоре-
мы.

Мы видим, что за m + l итераций ошибка уменьшается в λlε‖A‖m раз. Такой
результат мы имели бы при геометрической сходимости с параметром r, если бы
выполнялось rm+l = λlε‖A‖m. То есть получаем

r = (λlε‖A‖m)
1

m+l = λε

(
‖A‖
λε

) m
m+l

,

что доказывает вторую часть теоремы.
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Система нелинейных уравнений. Введем определения.

Определение 2. Оператор F из Rn в Rn называется липшицевым (в литературе [2]
также встречается название n-липшицевый) оператором на D ⊆ Rn, если существует
неотрицательная матрица A такая, что справедливо неравенство

|F (x)− F (y)| ≤ A|x− y|, ∀x, y ∈ D, (9)

где операция взятия модуля применяется покомпонентно и неравенство выполняется
для всех компонент. Матрицу A будем называть липшицевой матрицей оператора F .

Определение 3. Оператор F из Rn в Rn называется сжимающим (в литературе [2]
также встречается название n-сжимающий) оператором на D ⊆ Rn, если он липши-
цев на D и для его липшицевой матрицы A выполнено λ1(A) < 1, где λ1(A)—первое
собственное число матрицы A.

Для сжимающих операторов справедлива следующая теорема [2].

Теорема 5. Если F — сжимающий оператор на замкнутом множестве D ⊆ Rn

и выполняется F (D) ⊆ D, произвольные асинхронные итерации сходятся к един-
ственному решению системы (1).

Таким образом, если обычный (синхронный) процесс xk+1 = F (xk), k = 0, 1, . . . ,
сходится, а оператор F не удовлетворяет условиям теоремы 5, то по крайней мере,
асинхронные итерации некоторого вида обязательно расходятся.

Пример оператора F , для которого асинхронные итерации расходятся, легко по-
строить. Достаточно взять матрицу, для которой справедливо |λ1(A)| < 1− δ, δ > 0,
λ1(|A|) > 1. Тогда, как легко видеть, оператор A + G, где G— оператор с нормой,
меньшей δ, будет обладать нужными свойствами. При этом расходимость асинхронно-
го процесса будет не обязательно геометрической. Можно, однако, указать широкий
класс методов, например, методы секущих, для которых при сходящемся синхрон-
ном процессе асинхронный будет иметь геометрическую расходимость. Этот случай
вполне аналогичен линейному. Действительно, будем после каждых m асинхронных
итераций использовать l обычных (предполагается также геометрическая сходимость
обычных).

Очевидно, существует такое m, при котором этот комбинированный процесс бу-
дет сходиться, но медленнее, вообще говоря, чем процесс полностью синхронизиро-
ванный. Поэтому и в этом наш подход имеет смысл, если асинхронные итерации
существенно дешевле синхронных.

Оценка возможной получаемой выгоды существенно зависит от характера рас-
ходимости и в общем случае может быть достаточно грубой. Наиболее эффективным
здесь может быть численный эксперимент. Докажем лемму, которая указывает гра-
ницы роста ошибки в асинхронном случае при λ1(|A|) > 1.

Пусть x(t), t = 0, 1, 2, . . . —последовательность асинхронных итераций для систе-
мы (1), а x̃— ее решение. Пусть F — липшицевый оператор на D ∈ Rn с липшицевой
матрицей A, но при этом F не является сжимающим, т. е. справедливо неравенство
λ1(|A|) > 1. Рассматривая оператор F (x + x̃) − x̃, не умаляя общности, можно счи-
тать, что выполняется x̃ = F (x̃) = 0. Если положить y = x̃ в неравенстве (9), условие
Липшица для оператора F приобретет вид |F (x)| ≤ A|x|, ∀x ∈ D.
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Лемма 2. При сделанных выше предположениях относительно оператора F выпол-
няется неравенство

‖x(k)‖ ≤ ‖A‖k‖x(0)‖ (10)

для k = 0, 1, 2, . . . .

Доказательство. Проведем доказательство по индукции. Для k = 0 имеем

‖x(0)‖ = ‖A‖0‖x(0)‖,

и, следовательно, база индукции доказана. Пусть теперь (10) выполнено для всех
k ≤ m. Покажем, что (10) выполняется при k = m+ 1. Согласно определению асин-
хронных итераций, если справедливо m ∈ T i, имеет место

xi(m+ 1) = fi(x1(τ
i
1(m)), . . . , xn(τ

i
n(m))),

а если выполняется m /∈ T i, получим

xi(m+ 1) = xi(m).

Если имеем xi(m+ 1) = xi(m), в силу предположения индукции выполнено

|xi(m+ 1)| ≤ ‖x(m)‖ ≤ ‖A‖m‖x(0)‖ ≤ ‖A‖m+1‖x(0)‖.

Если имеем xi(m+1) = fi(x1(τ
i
1(m)), . . . , xn(τ

i
n(m))), в силу липшицевости оператора

F выполнено

|xi(m+ 1)| =
∣∣fi (x1(τ i1(m)), . . . , xn(τ

i
n(m))

)∣∣ ≤ n∑
j=1

aij
∣∣xi(τ ij (m))

∣∣ ≤
≤ ‖A‖

∥∥(x1(τ i1(m)), . . . , xn(τ
i
n(m)))

∥∥ .
По определению асинхронных итераций имеем τ ij(m) ≤ m, j = 1, . . . , n, по предполо-
жению индукции справедливо неравенство

|xi(m+ 1)| ≤ ‖A‖ ‖(x1(s1(m)), . . . , xn(sn(m)))‖ ≤ ‖A‖‖A‖m‖x(0)‖ ≤ ‖A‖m+1‖x(0)‖.

Следовательно, выполняется |xi(m+1)| ≤ ‖A‖m+1‖x(0)‖ при любом i, и лемма дока-
зана.

Теперь легко доказать следующую теорему для класса нелинейных операторов,
описанных выше.

Теорема 6. Если итерационный процесс состоит из последовательности групп m
асинхронных итераций и затем l синхронных, при достаточно большом l он схо-
дится. При этом сходится не медленнее, чем r (‖A‖/r)m/m+l, где r < 1—параметр
геометрической сходимости итераций (2) к решению (1).

Заключение. Таким образом, для определенного класса вычислительных
устройств метод частичной синхронизации и в нелинейном случае может служить
удобным инструментом. Очевидно, другие методы линеаризации, например, метод

400 Вестник СПбГУ. Сер. 1. Математика. Механика. Астрономия. Т. 3 (61). 2016. Вып. 3



Ньютона, допускает также частичную синхронизацию. Вопрос о скорости сходимо-
сти в этом случае требует, однако, отдельных исследований.
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Rapidly growing field of parallel computing systems promotes study of parallel algorithms. Monte Carlo
method and asynchronous iterations are among the most valuable ones. Advantages of these algorithms
are as follows. There is no need of global time in parallel system (no need for synchronization) and
all computational resources are efficiently loaded (minimal idle time of processors). Method of partial
synchronization of iterations for systems of equations proposed earlier by authors is developed and
generalized on the case of nonlinear equations of the form x = F (x), where x is unknown column-vector
of length n, F is an operator from Rn to Rn. Operators that do not satisfy the sufficient conditions of
convergence of asynchronous iterations but those with convergence of simple iterations are considered.
In that case one can find an example of the operator and point out the properties of parallel system for
which convergence of asynchronous iterations is violated. Partial synchronisation is one of the efficient
solutions of such problem. Algorithm that garantees convergence of asynchronous iterations and Monte
Carlo method is proposed. Rate of convergence of the method is estimated. Obtained results can be useful
while solving high dimensional problems on the multiprocessor computational systems. Refs 4.

Keywords: Monte Carlo methods, asynchronous methods, asynchronous iterations, parallel
algorithms, statistical modeling.
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