
УДК 519.21 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2020. Т. 7 (65). Вып. 3
MSC 60G50, 60F99

Вероятности малых уклонений сумм

независимых положительных случайных величин∗

Л.В. Розовский

Санкт-Петербургский государственный химико-фармацевтический университет,
Российская Федерация, 197022, Санкт-Петербург, ул. Профессора Попова, 14

Для цитирования: Розовский Л.В. Вероятности малых уклонений сумм независимых
положительных случайных величин // Вестник Санкт-Петербургского университета. Ма-
тематика. Механика. Астрономия. 2020. Т. 7 (65). Вып. 3. С. 435–452.
https://doi.org/10.21638/spbu01.2020.307

В работе исследуется асимптотическое поведение в нуле распределений и плотностей
суммы конечного числа независимых положительных случайных величин при опреде-
ленных предположениях относительно скорости убывания в нуле их распределений.
Рассматриваются случаи, когда распределения (плотности) суммируемых случайных
величин правильно меняются в нуле или могут убывать в нуле с произвольной скоро-
стью.

Ключевые слова: малые уклонения, суммы независимых положительных случайных
величин, медленно меняющиеся функции.

1. Введение. Результаты. Отправной точкой для настоящего исследования
послужило следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть независимые случайные величины Xi > 0, i = 1, 2, удовле-
творяют условию

P(Xi < x) ∼ ci x
αi exp(−bi x−α), x→ +0,

где ai — произвольные вещественные числа, и ci, bi, α — произвольные положитель-
ные числа. Тогда

P(X1 +X2 < x) ∼ C xA exp(−B1+α x−α), x→ +0,

где
B = b

1/(1+α)
1 + b

1/(1+α)
2 , A = α1 + α2 − α/2,

C = c1 c2
√
2πα/(1 + α) b

(2α1+1)/(2+2α)
1 b

(2α1+1)/(2+2α)
2 /BA+1/2.

Лемма 1, сформулированная М. А. Лифшицем, часто используется при изучении
малых уклонений L2-норм гауссовских процессов (см., например, [1]). Формальное
ее доказательство можно найти в [2].

Очевидно, что утверждение леммы 1 по индукции может быть распространено
на случай суммы произвольного конечного числа слагаемых. Однако это было сдела-
но лишь в одном довольно специальном случае в [3]. Общий результат, по-видимому,
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впервые получен в настоящей работе. В ней же, помимо прочего, содержится обоб-
щение леммы 1 на случай фиксированного числа слагаемых Xi, распределения ко-
торых в нуле могут убывать, в том числе сколь угодно быстро.

Перейдем к изложению результатов.

Далее черезXj, j = 1, 2, . . . , будем обозначать независимые положительные слу-
чайные величины с функциями распределения Fj(·).

Перед тем, как заняться обобщением леммы 1, проанализируем случаи, когда
распределения (плотности) случайных величин Xj правильно меняются в нуле. За-
метим, что хотя формулировки здесь относительно несложны, а доказательства ко-
ротки, полученные результаты, скорее всего, являются новыми.

Теорема 1. Пусть функция распределения F1(x) правильно меняется в нуле
с некоторым показателем α ≥ 0. Если

F2(x+ o(x)) ∼ F2(x), x→ +0, (1.1)

то

P(X1 +X2 < x) ∼ F1(x)

1∫

0

(1 − u)αdF2(xu), x→ +0. (1.2)

В частности, если функция распределения F2(x) правильно меняется в нуле с неко-
торым показателем ρ ≥ 0, то

P(X1 +X2 < x) ∼ Γ(1 + α)Γ(1 + ρ)

Γ(1 + α+ ρ)
F1(x)F2(x), x→ +0. (1.3)

Замечание 1. Условие v(x + o(x)) ∼ v(x), x → +0 здесь и всюду далее по-
нимается нами в следующем смысле: при любом ε > 0 найдется δ > 0 такое, что
условие

(1 + ε)−1 <
v(y)

v(x)
< 1 + ε

будет выполняться для всех {y : |y − x| < δ x} и всех достаточно малых x > 0.

Соотношение (1.3) несложно обобщить, используя индукцию.

Следствие 1. Пусть функции распределения Fj(x), j = 1, . . . , n, правильно
меняются в нуле с некоторыми показателями αj ≥ 0. Тогда

F1 ∗ · · · ∗ Fn(x) = P(X1 + · · ·+Xn < x) ∼ kn

n∏

j=1

Fj(x), x→ +0,

где kn =
n∏

j=1

Γ(1 + αj)/Γ(1 + α), α =
n∑

j=1

αj.

Смотри также [4, формулы (1.13), (1.14)].
Заметим, что следствие 1 позволяет найти асимптотику в нуле свертки ко-

нечного числа распределений Вейбулла и(или) гамма, поскольку в этих случаях
Fj(x) ∼ aj x

αj , x→ +0.
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Соотношения, аналогичные формулам в теореме 1 и следствии 1, справедливы
также для плотностей. Приведем соответствующие утверждения.

Теорема 2. Пусть при j = 1, 2 функции распределения Fj(x) абсолютно непре-
рывны в окрестности нуля c плотностями pj(x), такими что

pj(x+ o(x)) ∼ pj(x), x→ +0. (1.4)

1. Если при некотором α > 0

p1(x) правильно меняется в нуле с показателем α− 1, (1.5)

то свертка плотностей p1 ∗ p2(x) удовлетворяет соотношению

p1 ∗ p2(x) ∼ p1(x)

1∫

0

(1 − u)α−1dF2(xu), x→ +0. (1.6)

2. Если функция распределения F1(x) медленно меняется в нуле, то

p1 ∗ p2(x) ∼ p1(x)F2(x) + p2(x)F1(x), x→ +0. (1.7)

В частности, если в теореме 2 дополнительно предположить, что функция рас-
пределения F2(x) правильно меняется в нуле с некоторым показателем ρ ≥ 0, то

p1 ∗ p2(x) ∼
Γ(1 + α)Γ(1 + ρ)

Γ(1 + α+ ρ)

(
p1(x)F2(x) + p2(x)F1(x)

)
, x→ +0. (1.8)

Отметим, что в случае (1.5)

F1(x) ∼ xp1(x)/α, x→ +0, (1.9)

и условие (1.4) при j = 1 выполняется.

Следствие 2. Предположим, что плотности pj(x), 1 ≤ j ≤ n, удовлетворя-
ют условиям

pj(x) ∼ F̃ ′
j(x), x→ +0,

где функции F̃j(x) таковы, что F̃j(0) = 0 и

x F̃ ′
j(x) = (αj + o (1)) F̃j(x), x→ +0,

а постоянные αj ≥ 0. Пусть, кроме того, в случае αj = 0

F̃ ′
j(x+ o(x)) ∼ F̃ ′

j(x), x→ +0.

Тогда

p1 ∗ · · · ∗ pn(x) ∼ kn




n∏

j=1

F̃j(x)




′

, x→ +0.
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Для проверки следствия 2 применяем индукцию, имея в виду соотношения (1.8),
(1.9) и условие следствия 2 о том, что функции F̃j(x) правильно меняются в нуле с
показателями αj .

Заметим, что из следствия 2 вытекает теорема 1C из [5].

Далее перейдем к анонсированному обобщению леммы 1. При изложении ре-
зультатов будем придерживаться рассуждений и обозначений работы [5].

Сначала рассмотрим случай, когда функции распределения Fj(x) абсолютно
непрерывны в окрестности нуля c соответствующими плотностями pj(x).

По аналогии с [5, теорема 1D] будем предполагать, что

pj(x) ∼ uj(x) e
−gj(x), x→ +0, (1.10)

где uj(x) и gj(x) при некоторой положительной функции ξj = ξj(x), такой что

ξj(+0) = 0 и |ξj(x) − ξj(y)| ≤ L |x− y|, 0 < x, y ≤ x0, (1.11)

удовлетворяют условиям (x→ +0)

uj(x + o (ξj)) ∼ uj(x) (1.12)

и
gj(x) → +∞, g′′j (x+ o (ξj)) ∼ g′′j (x), µj(x) = ξ2j g

′′
j (x) → +∞. (1.13)

Следует сказать, что выбор функции ξj(x) в (1.12) и (1.13) можно осуществлять
по разному. При этом, согласно (1.11) (т. е. по условию Липшица), функция ξj(x)
абсолютно непрерывна и ξj(x) ≤ Lx, 0 < x ≤ x0. Кроме того, из условия (1.13) сле-
дует, что функция gj(x) выпукла, а g′j(x) не убывает и g′j(+0) = −∞ (действительно,
g′j(x) ≤ (gj(s)− gj(x))/(s− x), 0 < x < s ≤ s0, далее устремляем x к нулю).

Также можно показать (см. лемму 2 и формулу (3.27) в разделе 3), что в случае
выполнения условий (1.12) и (1.13) lim

x→+0
| lnuj(x)|/gj(x) = 0, т. е. скорость стремле-

ния к нулю правой части соотношения (1.10) определяется экспонентой.
В качестве примеров функций gj(x) можно взять | lnx|, ln | lnx|, exp (−1/x), т. е.

класс функций gj(x) весьма широк.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 3. Если при 1 ≤ j ≤ m выполнены условия (1.10)–(1.13), то

p1 ∗ · · · ∗ pm(x) ∼ (2π)(m−1)/2

√
m∑
i=1

m∏
j=1, j 6=i

g′′j (yj)

m∏

j=1

pj(yj), x→ +0, (1.14)

где функции yj = yj(x), 1 ≤ j ≤ m, удовлетворяют системе уравнений

g′1(y1) = · · · = g′m(ym), (1.15)

в которой y1 + · · ·+ ym = x.

Замечание 2. В некоторых случаях уравнения (1.15) удается разрешить в яв-
ном виде. Так,
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1) если g1(x) = · · · = gm(x), то yj = x/m, 1 ≤ j ≤ m,
2) если при 1 ≤ j ≤ m и некоторых положительных постоянных bj выполня-

ется gj(x) = bj x
−α (α > 0), то yj = x b

1/(1+α)
j /Bm, 1 ≤ j ≤ m, где Bm =

m∑
j=1

b
1/(1+α)
j .

Из первого случая в замечании 2, в частности, следует, что теорема 3 является
обобщением теоремы 1D из [5].

Теперь сформулируем аналог теоремы 3 для распределений. Воспользуемся обо-
значением

F̃j(x) =

∫ x

0

uj(y) e
−gj(y) dy. (1.16)

Теорема 4. Пусть целое m ≥ 2. Предположим, что при x→ +0

F1(x) ∼ u1(x) e
−g1(x) (1.17)

и

Fj(x) ∼ F̃j(x), 2 ≤ j ≤ m, (1.18)

где функции uj(x), gj(x) удовлетворяют условиям (1.11)–(1.13). Тогда

P(X1 + · · ·+Xm < x) ∼ (2π)(m−1)/2

√
m∑
i=1

m∏
j=1, j 6=i

g′′j (yj)

m∏

j=1

F̃ ′
j(yj), x→ +0, (1.19)

где yj — решения системы уравнений (1.15).

Следующий результат вытекает из теоремы 4.

Следствие 3. Пусть целое m ≥ 2. Будем предполагать, что

Fj(x) ∼ uj(x) e
−gj(x), x→ +0, (1.20)

где функции uj(x), gj(x) при 1 ≤ j ≤ m удовлетворяют условиям (1.11)–(1.13) и,
кроме того, при 2 ≤ j ≤ m — условию

|u′j(x)| = o
(
uj(x) |g′j(x)|

)
, x→ +0. (1.21)

Тогда

P(X1 + · · ·+Xm < x) ∼ (2π)(m−1)/2

√
m∑
i=1

m∏
j=1, j 6=i

g′′j (yj)

m∏

j=2

|g′j(yj)|
m∏

j=1

Fj(yj), x→ +0,

где yj — решения системы уравнений (1.15).

Необременительное условие (1.21) отражает факт, что скорость стремления к
нулю правой части соотношения (1.20) определяется экспонентой. Заметим, что
(1.21) выполнено, если функция uj(x) правильно меняется в нуле.
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Следствие 4. Пусть при 1 ≤ j ≤ m выполнено условие (1.20), в котором
gj(x) = bj x

−α, bj > 0, α > 0, а функция uj(x) правильно меняется в нуле с неко-
торым показателем αj. Тогда при x→ +0

P(X1 + · · ·+Xm < x) ∼

∼ B−1/2
m

(
2 π α

1 + α

)m−1
2
(

x

Bm

)A

e−B1+α
m x−α

m∏

j=1

b
(2αj+1)/2(1+α)
j uj(x)x

−αj ,

где Bm определено в замечании 2, A =
m∑
j=1

αj − α (m− 1)/2.

Следствие 4 является частным случаем следствия 3 (также см. замечание 2).
При m = 2 оно обобщает лемму 1 (вместо ci x

αi используются функции ui(x)).
Заметим, что условия следствия 4 выполняются, если случайные величины Xj

имеют распределения Фреше, т. е. если Fj(x) = exp {−(aj/x)
k}, x > 0.

В заключение приведем асимптотики сверток распределений и плотностей по-
ложительных и независимых случайных величин в случае, когда распределение ча-
сти из них правильно меняется в нуле, в то время как распределения (плотности)
остальных удовлетворяют условиям типа (1.10) или (1.21). Для простоты ограни-
чимся наиболее важным случаем двух слагаемых.

Теорема 5. Пусть распределение F1 правильно меняется в нуле с некоторым
показателем α ≥ 0 (см. теорему 1) и пусть функции u2(x) и g2(x) удовлетворяют
условиям (1.11)–(1.13) при j = 2.

1. Если при m = 2 выполняется условие (1.18) (см. (1.16)), то

F2 ∗ F1(x) ∼ Γ(1 + α) F̃ ′
2(x)F1(1/|g′2(x)|)/|g′2(x)|, x→ +0. (1.22)

2. Если функция распределения F2(x) абсолютно непрерывна в окрестности
нуля c плотностью p2(x), удовлетворяющей условию (1.10) при j = 2, то

x∫

0

p2(x− y)F1(dy) ∼ Γ(1 + α) p2(x)F1(1/|g′2(x)|), x→ +0. (1.23)

Замечание 3. Предположение (1.18) в первом утверждении теоремы 5 можно
заменить условиями F2(x) ∼ p2(x) (см. (1.10)) и (1.21) при j = 2. В этом случае
асимптотики в (1.22) и (1.23) будут совпадать.

Покажем, не слишком вдаваясь в детали, как можно использовать первое утвер-
ждение теоремы 5 и замечание 3 для вычислении асимптотики малых уклонений
L2-нормы некоторых гауссовских процессов.

Пример 1. Пусть ‖Y ‖ обозначает L2-норму процесса Боголюбова Y (t), t ∈
[0, 1], т. е. гауссовского процесса с нулевым средним и ковариационной функцией

EY (t)Y (s) =
1

2ω sh (ω/2)
ch (ω |t− s| − ω/2), t, s ∈ [0, 1], ω > 0.
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В [6] показано, что ‖Y ‖2 совпадает по распределению с суммой X1 +X2, где

F1(x) ∼
2ω√
2π

√
x, F2(x) ∼

K√
x
e−1/8x, x→ +0; K =

4 sh (ω/2)

ω
√
2π

.

Воспользовавшись формулой (1.23) при α = 1/2 и g2(x) = 1/8x, найдем

P(‖Y ‖2 < x) = P(X1 +X2 < x) ∼ 2Kω
√
x e−1/8x, x→ +0.

Пример 2 представляет новое утверждение, которое позволяет обобщить один
красивый результат (теорему 1) из [7].

Введем обозначения: ξ, ξn, n = 1, 2, . . . , — стандартные независимые гауссов-
ские случайные величины, p > 0,

f(t) = lnE exp {−t|ξ|p}, t ≥ 0; K(A, p) = −
∞∫

0

t−1/Af ′(t) dt. (1.24)

Следуя [7], определим полиномы

Qr(x) = xr +Ar−1 x
r−1 + · · ·+A0 =

r∏

i=1

(x+ θi),

Pq(x) = xq +Bq−1 x
q−1 + · · ·+B0 =

q∏

i=1

(x+ φi),

(1.25)

где r, q ∈ Z+, Ai, Bi ∈ R, φi, θi ∈ C.
Будем предполагать, что вещественные постоянные µ, ν удовлетворяют условию

V = qµ−rν > 1, а полиномы Qr(n), Pq(n) положительны при всех целых n ≥ n0 ≥ 1.
Положим σ = (µBq−1−νAr−1)/V . Заметим, что σ может, вообще говоря, принимать
любые значения.

Сформулируем результат.

Теорема 6. Пусть фиксированное целое k удовлетворяет условиям k > −σ−1
и k ≥ n0, а числа an определены равенством an = Qν

r (n)/P
µ
q (n) при n ≥ k + 1 и

могут быть произвольными положительными постоянными, если 1 ≤ n ≤ k.
Тогда

P


∑

n≥1

an |ξn|p < ε


 ∼




( q∏
j=1

Γ(k + 1 + θj)
)ν

( r∏
j=1

Γ(k + 1 + φj)
)µ




1/p 


k∏

j=1

aj




− 1
p

×

× C εA exp (−B ε− 1
V −1 ), (1.26)

где A = p−(1+2σ) V
2p(V −1) , B = (V − 1)(KV )

V
V −1 , K = K(V, p) (см. (1.24)) и

C =
2

−3p+2V −2pσ
4p V

2V p−V −p−2V σ
2p(V −1) K

V −V p+2V σ
2p(V −1) π

−p+2pσ+2V
4p

Γ(1 + 1
p )

σ+ 1
2

√
V − 1

.
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Заметим, что условие k > −σ − 1 выполняется тогда и только тогда, когда
k ≥ kσ, где kσ = [max (−σ, 0)] (здесь [x] обозначает целую часть числа x).

Уже упомянутый нами результат из [7, теорема 1] совпадает с теоремой 6 при
k = 0. Отметим, что при проверке теоремы 1 в [7] используются предположения
σ > −1 и an ց (не включенные в ее формулировку), первое из которых существен-
но, а от второго (которое может нарушаться при не слишком больших n) можно
отказаться, если в процессе доказательства вместо предложения 2 из [7] воспользо-
ваться теоремой 2.1 из [8].

Итак, теорема 6 является распространением теоремы 1 на случай произволь-
ных значений параметра σ. Для ее проверки представим вероятность в левой части

формулы (1.26) в виде P(X1 +X2 < ε), где X1 =
k∑

n=1
an |ξn|p, X2 =

∑
n≥1

an+k |ξn+k|p.
Очевидно,

P(an |ξn|p < ε) ∼
√

2

π

(
ε

an

) 1
p

, ε→ +0.

Отсюда, воспользовавшись, соответственно, следствием 1 и теоремой 1 из [7] (т. е.
фактически соотношением (1.26) при k = 0), получим при ε→ +0

F1(ε) ∼

(
Γ(1 + 1

p )
√

2
π ε

1
p

)k

Γ(1 + k
p )




k∏

j=1

aj




− 1
p

,

F2(ε) ∼




( q∏
j=1

Γ(k + 1 + θj)
)ν

( r∏
j=1

Γ(k + 1+ φj)
)µ




1/p

C̃ εÃ exp (−B ε− 1
V −1 ),

(1.27)

где C̃ и Ã задаются посредством формул для C и A (см. (1.26)), соответственно,
при замене в них σ на k + σ. Теперь для получения соотношения (1.26) следует
воспользоваться асимптотиками (1.27) и формулой (1.22) при α = k/p и g2(ε) =

B ε−
1

V −1 .

2. Доказательства теорем 1 и 2.

Доказательство теоремы 1. При 0 < ε < 1 имеем

P(X1 +X2 < x) =




x−εx∫

0

+

x∫

x−εx


F1(x− y)F2(dy) = I1 + I2. (2.1)
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Принимая во внимание свойства медленно меняющихся функций (см. [9]) и условие
(1.1), получим для некоторого ε = ε(x) → +0 при x→ +0 соотношения

I1 ∼ F1(x)

1−ε∫

0

(1− u)α F2(x du), I1 ≥ F1(εx)F2(x− εx) ∼ F1(εx)F2(x),

I2 ≤ F1(εx) (F2(x) − F2(x− εx)) = o(1)F1(εx)F2(x) = o(I1),

1∫

1−ε

(1 − u)α F2(x du) = o(F2(x)).

Отсюда и из (2.1) следует оценка (1.2). �

Доказательство теоремы 2. Запишем

I(x) = p1 ∗ p2(x) =




(1−ε)x∫

0

+

x∫

(1−ε)x


 p1(x− y)F2(dy) = I1 + I2. (2.2)

Из условия (1.4) следует, что

I2 ∼ p2(x)F1(εx), x→ +0, (2.3)

при некотором положительном ε = ε(x) → 0, x→ +0.
Если выполнено условие (1.5), отсюда и из (1.9) при x→ +0 получим

I1 ∼ p1(x)

1−ε∫

0

(1 − u)α−1F2(x du),

1∫

1−ε

(1− u)α−1F2(x du) ∼ x p2(x) ε
α/α, I2 ∼ x p1(x) p2(x) ε

α/α.

(2.4)

Но из (1.4) следует, что

(
A (x/y)a

)−1 ≤ p2(y)

p2(x)
≤ A (x/y)a, 0 < y ≤ x ≤ x0, (2.5)

где A и a — некоторые положительные постоянные (этот факт является частным
случаем леммы 2 настоящей работы).

Отсюда при некоторой положительной постоянной c получаем

1−ε∫

0

(1− u)α−1F2(x du ≥ c x p2(x), 0 < x < x0. (2.6)

Оценки (2.2), (2.4) и (2.6) приводят к (1.7).

Далее проверим второе утверждение теоремы 2.
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Пусть функция F1(x) медленно меняется в нуле. Тогда (см. (2.3)) можем запи-
сать

I2 ∼ p2(x)F1(x), x→ +0. (2.7)

Помимо этого, при условии (1.4), j = 1 (см. также (2.5) и (2.6)), будем иметь

δ(x) = (F1(x)− F1(x/2))/F1(x) ≥ c x p1(x)/F1(x), 0 < x < x0, (2.8)

причем δ(x) → 0, x→ +0. Теперь получаем

I1 =




εx∫

0

+

(1−ε)x∫

εx


 p1(x− y)F2(dy) = J1 + J2. (2.9)

Очевидно,
J1 ∼ p1(x)F2(εx), x→ +0, (2.10)

и, по аналогии с (2.6),

F2(x) − F2(εx) = O (ε−a) p2(x), J2 = O (ε−2a)x p1(x) p2(x).

Отсюда и из (2.2), (2.7)–(2.10) следует (1.7).
Соотношение (1.8) при α = 0 или ρ = 0 совпадает с (1.7). Если же α, ρ > 0, то

правую часть равенства (1.6) можно заменить (см. (1.9)) на

Γ(α)Γ(ρ)

Γ(α+ ρ)
xp1(x) p2(x) ∼

Γ(1 + α)Γ(1 + ρ)

Γ(1 + α+ ρ)

(
p1(x)F2(x) + p2(x)F1(x)

)
,

т. е. соотношение (1.8) снова справедливо.
Таким образом, теорема 2 полностью доказана. �

3. Доказательства теорем 3–5.
Доказательство теоремы 3. Теорему 3 будем доказывать в два этапа. Снача-

ла убедимся в ее справедливости при m = 2 (предложение 1), затем окончательный
результат проверим по индукции.

Положим τ(y) = g1(x − y) + g2(y), 0 < y < x.

Предложение 1. Если при j = 1 и 2 выполнены условия (1.10)–(1.13), то

p1 ∗ p2(x) ∼ p1(x− y∗) p2(y∗)
√
2π/τ ′′(y∗), x→ +0, (3.1)

где y∗ = y∗(x) — (единственное) решение уравнения

τ ′(y∗) = 0. (3.2)

Важную роль в доказательстве предложения 1 играет нижеследующий вспомо-
гательный результат, который является аналогом леммы 3 из [5]. Его доказательство
приводится в основном для удобства читателя.

Лемма 2. Пусть x0 и t0 — некоторые положительные числа. Предположим,
что при всех 0 < x < x0 функция ξ(x) непрерывна справа и, кроме того,

ξ = ξ(x) > 0 и ξ(x − tξ)/ξ ≤ L(t), t ∈ [0, t0], (3.3)
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где L(t), 0 ≤ t ≤ t0, — некоторая непрерывная функция. Если

v(x+ o (ξ)) = (1 + o (1))v(x), x→ +0, (3.4)

то для любого ε ∈ (0, 1) найдутся постоянные a > 0 и x̄ ≤ x0 такие, что

(1 + ε)
−
(
1+a

x∫
y

du/ξ(u)
)
≤ v(y)

v(x)
≤ (1 + ε)

1+a
x∫
y

du/ξ(u)

при всех {y, x : 0 < y ≤ x ≤ x̄}.
Доказательство леммы 2. Выберем ε ∈ (0, 1). Из условия (3.4) (см. замеча-

ние 1), в частности, следует, что при некоторых δ ∈ (0, t0] и x̄ ≤ x0 выполняется

(1 + ε)−1 ≤ v(x− δξ)

v(x)
≤ 1 + ε, 0 < x ≤ x̄. (3.5)

Пусть 0 < y ≤ x ≤ x̄. Положим y0 = x и yk+1 = yk − δξk, k ≥ 0, где ξk = ξ(yk).
Последовательность yk, очевидно, монотонно убывает, причем к нулю. В самом
деле, из предположения lim yk = c ∈ (0, x) и того, что функция ξ(x) непрерывна
справа, следует

lim ξk = ξ(c) = lim(yk − yk+1)/δ = 0,

а это противоречит условию ξ(x) > 0 для любого 0 < x ≤ x̄.
Имеем по (3.3) при любом k ≥ 0

1 =
yk − yk+1

δξk
≤ 1

δ
max

yk+1≤u≤yk

ξ(u)

ξk

yk∫

yk+1

du/ξ(u) ≤ a

yk∫

yk+1

du/ξ(u),

где a = 1
δ max

0≤t≤δ
L(t). Отсюда при n : yn+1 ≤ y < yn получаем

n ≤ k

y0∫

yn

du/ξ(u) ≤ k

x∫

y

du/ξ(u). (3.6)

Теперь можем записать

v(y)

v(x)
=

n−1∏

l=0

v(yl+1)

v(yl)
· v(y)
v(yn)

и, следовательно, по (3.4) будем иметь

(1 + ε)−(1+n) ≤ v(y)

v(x)
≤ (1 + ε)1+n.

Отсюда и из оценки (3.6) вытекает утверждение леммы 2. �

Вернемся к доказательству предложения 1. Введем обозначения. Положим ξ̂ =
min (ξ1(x− y∗), ξ2(y∗)) и ŷ = y∗ − ε ξ̂, ȳ = y∗ + ε ξ̂, где положительное ε достаточно
мало.

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2020. Т. 7 (65). Вып. 3 445



По (1.10) имеем

p1 ∗ p2(x) ∼




∫

|y−y∗|≤εξ̂

+

ŷ∫

0

+

x∫

ȳ


u1(x− y) e−τ(y) u2(y)dy, x→ +0. (3.7)

Обозначим интегралы в (3.7) через I1, I2 и I3. Пусть ε = ε(x) → 0 достаточно
медленно при x→ +0. Заметим (см. (1.13) и ниже), что в этом случае

0 < ŷ < ȳ < x, ξ̂2 τ ′′(y∗) → ∞. (3.8)

Сначала оценим I1. Согласно условию (1.12) при x→ +0

u1(x− y) = u1(x− y∗ − (y − y∗)) = u1(x− y∗ + o (ξ(x − y∗))) ∼ u1(x− y∗)

и, аналогично, u2(y) ∼ u2(y∗). Кроме того (см. (3.2) и (1.13)), можем записать

τ(y) = τ(y∗) +

(
1

2
+ o (1)

)
(y − y∗)

2 τ ′′(y∗). (3.9)

Сказанное приводит к соотношению

I1 ∼ e−τ(y∗) u1(x− y∗)u2(y∗)

√
2π

τ ′′(y∗)
, x→ +0. (3.10)

Займемся I2. С помощью леммы 2 найдем при 0 < y < y∗ и некотором a > 0

u2(y)/u2(y∗) < 2 exp


a

y∗∫

y

du/ξ2(u)


,

u1(x− y)/u1(x − y∗) < 2 exp


a

x−y∫

x−y∗

du/ξ1(u)


.

Отсюда получаем

I2 ≤ 4 u1(x− y∗)u2(y∗)

ŷ∫

0

e−ν(y) dy, (3.11)

где функция ν(y) = τ(y) − a

(
y∗∫
y

du/ξ2(u) +
x−y∫

x−y∗

du/ξ1(u)

)
. Очевидно, справедливо

равенство

ν′(y) = τ ′(y) + a

(
1

ξ2(y)
+

1

ξ1(x− y)

)
,

откуда (см. (3.2) и (3.8)) ν′(y∗) = o (ε ξ̂ τ ′′(y∗)), x→ +0. Кроме того, выполняется

ν(y) = ν(ŷ) + (y − ŷ) ν′(ŷ) +

ŷ∫

y

(t− y) dν′(t), (3.12)
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причем

ŷ∫

y

(t− y) dν′(t) =

ŷ∫

y

(t− y) τ ′′(t) dt− a

ŷ∫

y

(t− y)

(
dξ2(t)

ξ22(t)
+
dξ1(x− t)

ξ21(x− t)

)
.

По условию (1.11) при 0 < y < ŷ получаем

∣∣∣∣∣∣

ŷ∫

y

(t− y)

(
dξ2(t)

ξ22(t)
+
dξ1(x − t)

ξ21(x− t)

)∣∣∣∣∣∣
≤ L

ŷ∫

y

(t− y)

(
dt

ξ22(t)
+

dt

ξ21(x− t)

)
,

и, следовательно (см. (3.8)),

ŷ∫

y

(t− y) dν′(t) ∼
ŷ∫

y

(t− y) τ ′′(t) dt, x→ +0. (3.13)

Аналогично будем иметь

ν′(y)− ν′(ŷ) = −
ŷ∫

y

dν′(t) ∼
ŷ∫

y

τ ′′(t) dt, x→ +0. (3.14)

Из (3.12)–(3.14), (1.13) и равенства ν(y∗) = τ(y∗), в частности, следуют соотношения
(0 < y < ŷ, x→ +0)

ν(y) ≥ ν(ŷ) + (y − ŷ)ν′(ŷ), ν′(ŷ) ∼ −ε ξ̂ τ ′′(y∗) = −ε (ξ̂2 τ ′′(y∗))1/2 (τ ′′(y∗))1/2,
ν(ŷ)− ν(y∗) ∼ 0.5 (ε ξ̂)2 τ ′′(y∗).

Подставляя эти оценки в (3.11), найдем

I2 ≤ 4 u1(x− y∗)u2(y∗) e
−ν(ŷ)/|ν′(ŷ)| =

= o (1)u1(x− y∗)u2(y∗) e
−τ(y∗)/(τ ′′(y∗))

1/2. (3.15)

Оценка для I3 проверяется аналогично. Из соотношений (3.7), (3.10) и (3.15)
следует предложение 1, или теорема 3 при m = 2.

Общий случай будем доказывать по индукции, воспользовавшись тождеством
(см. (1.14))

Im+1(x) = pm+1 ∗ Im(x). (3.16)

В соответствии с индукционным предположением

Im(x) ∼ vm(x) e−τm(x), x→ +0, (3.17)

где (см. (1.10), (1.15))

vm(x) =
(2π)(m−1)/2

√
m∑
i=1

m∏
j=1, j 6=i

g′′j (yj)

m∏

j=1

uj(yj), τm(x) =

m∑

j=1

gj(yj). (3.18)
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Положим ξ̂ = ξ̂(x) = min
1≤j≤m

ξj(yj). Покажем, что

vm(x+ o (ξ̂)) ∼ vm(x), τm(x+ o (ξ̂)) ∼ τm(x), x→ +0. (3.19)

Первое соотношение очевидно (см. (1.12)). Проверим второе. Имеем по (1.15) равен-
ство

g′j(yj) = g′′j (yj) y
′
j(x) = g′′m(ym) y′m(x).

Отсюда получаем




m∑

j=1

y′j(x)




′

= 1 = g′′m(ym) y′m(x)
m∑

j=1

1/g′′j (yj) = g′′j (yj) y
′
j(x)

m∑

j=1

1/g′′j (yj),

т. е.

y′j(x) =


g′′j (yj)

m∑

j=1

1/g′′j (yj)




−1

, 1 ≤ j ≤ m. (3.20)

Теперь можем записать

τ ′m(x) =

m∑

j=1

g′j(yj) y
′
j(x) = g′m(ym)

m∑

j=1

y′j(x) = g′m(ym),

и, значит,

τ ′′m(x) = g′′m(ym) y′m(x) =




m∑

j=1

1/g′′j (yj)




−1

. (3.21)

Отсюда и из (1.13) следует, что второе утверждение в (3.19) справедливо, а также
то, что

ξ̂2τ ′′m(x) → ∞, x→ +0. (3.22)

Далее покажем, что функция ξ̂ удовлетворяет условию Липшица с постоянной
L. Действительно, по (1.11) и (3.20) имеем

|ξ̂(x1)− ξ̂(x2)| ≤ max
1≤j≤m

|ξj(yj(x1))− ξj(yj(x2)| ≤

≤ max
1≤j≤m

L |yj(x1))− yj(x2)| ≤ L |x1 − x2| max
1≤j≤m

max
t∈[x1, x2]

y′j(t) ≤ L |x1 − x2|. (3.23)

Пусть плотность pm+1(y) удовлетворяет условиям (1.10)–(1.13) при j = m + 1.
Соотношения (3.17)–(3.23) позволяют нам воспользоваться теоремой 6, взяв в ней
Im(y) и pm+1(y) вместо p2(y) и p1(y), соответственно. Тогда из (3.16)–(3.18) следует

Im+1(x) ∼ Im(y∗) pm+1(x− y∗)
√

2π/τ ′′(y∗), x→ +0, (3.24)

где τ(y) = τm(y) + gm+1(x− y), а y∗ = y∗(x) удовлетворяет условию (3.2).
Положим ỹj = yj(y∗), 1 ≤ j ≤ m (см. (1.15)), и ỹm+1 = x − y∗. Из (3.2) следует

g′m(ỹm) = g′m+1(ỹm+1), откуда получаем

g′j(ỹj) = g′m+1(ỹm+1), 1 ≤ j ≤ m. (3.25)
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Согласно (3.17), (3.18), (3.25) и (3.21) с y∗ вместо x имеем

Im(y∗) ∼
m∏

j=1

pj(ỹj) (2π)
(m−1)/2




m∏

j=1

g′′j (ỹj)
1

τ ′′m(y∗)




−1/2

,

τ ′′(y∗) = τ ′′m(y∗) + g′′m+1(ỹm+1) = τ ′′m(y∗) g
′′
m+1(ỹm+1)

m+1∑

j=1

1/g′′j (ỹj).

Подставляя полученные оценки в (3.24), мы осуществляем индукционный переход,
тем самым полностью доказывая теорему 3. �

Доказательство теоремы 4 аналогично доказательству теоремы 3. При этом
в начальной стадии проверки аналога теоремы 6 используется соотношение (x→ +0)

∫ x

0

F2(x−y)F1(dy) ∼
∫ x

0

F̃2(x−y)F1(dy) =

∫ x

0

F1(x−y)F̃2(dy) ∼
∫ x

0

F̃ ′
1(x−y)F̃2(dy),

заключительная формула в котором совпадает с левой частью оценки (3.1). �

Следствие 5 с учетом (1.21) получим, положив в теореме 3

F̃j(x) =

∫ x

0

uj(y) |g′j(y)| e−gj(y) dy, 2 ≤ j ≤ m,

поскольку в этом случае F̃j(x) ∼ uj(x) e
−gj(x), x→ +0. Надо лишь показать, что

g′(x+ o (ξ)) ∼ g′(x), x→ +0, (3.26)

где для краткости убран индекс j.
С этой целью по аналогии с оценкой (4.22) из [5], докажем, что

|g′(x)| ≥ δ0 ξg
′′(x), 0 < x < x0. (3.27)

В самом деле, пусть δ = (2L)−1 (см. (1.11)). Функция |g′(x)| монотонно убывает, в
силу чего при некотором θ ∈ (0, δ) (см. также лемму 2)

|g′(x)| = −g′(x) = g′(x+ δξ)− g′(x) + |g′(x+ δξ)| ≥

≥ δξ g′′(x)
g′′(x+ θξ)

g′′(x)
≥ exp


−1− k

x+δξ∫

x

du/ξ(u)


.

Но ξ(u) = ξ+(ξ(u)−ξ(x)) ≥ ξ− (u−x)L ≥ (1−δ L) ξ, u ∈ (x, x+δξ). Таким образом,
(3.27) выполняется при δ0 = (2eL)−1 e−k/L. Отсюда получаем g′(x + o (ξ)) − g′(x) =
o (1)ξ g′′(x+ o (ξ)) = o (1)ξ g′′(x) = o (1) g′(x), т. е. (3.26) действительно справедливо.

Доказательство теоремы 5. Для краткости будем обозначать u2(·), g2(·) и
p2(·) через u(·), g(·) и p(·) соответственно. Очевидно (см. (1.16), (1.18), (1.10)), что

F2 ∗ F1(x) ∼
x∫

0

F̃2(x− y)F1(dy) =




εξ∫

0

+

x∫

εξ


 p(x− y)F1(y) dy = I + J. (3.28)
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Из условия (1.25) при ε = ε(x) → +0, x→ +0, в частности, следует, что

g(x− y)− g(x) ∼ y |g′(x)|, 0 < y < εξ, x→ +0. (3.29)

Отсюда и из (1.12), учитывая свойства правильно меняющихся функций, получим

I ∼ p(x)

εξ∫

0

e−(1+o (1))y |g′(x)| F1(y)dy ∼ p(x)

|g′(x)|

εξ|g′(x)|∫

0

e−t F1(t/|g′(x)|) dt

и (напоминаем, что ξ |g′(x)| → ∞) в конечном счете

I ∼ p(x)

|g′(x)| F1(1/|g′(x)|) Γ(1 + α), x→ +0. (3.30)

Теперь оценим J . Положим x̂ = x − εξ. Из условия (1.12) и леммы 2 сле-
дует (аналогично оценке (3.11)), что p(y) ≤ 2u(x̂) e−ν(y), где функция ν(y) =

g(y) − a
x̂∫
y

du/ξ(u), 0 < y < x̂, ν(x̂) = g(x̂). Согласно (1.25) имеем ν′(y) ∼ g′(y),

ν′′(y) ∼ g′′(y) > 0, когда y → +0, и, в частности,

ν(y) ≥ ν(x̂) + (y − x̂) ν′(x̂), 0 < y < x̂.

Применяя вышеприведенные оценки, найдем

J =

x̂∫

0

p(y)F1(x − y) dy ≤ 2u(x̂) e−g(x̂)

x̂∫

0

e−(x̂−y) |ν′(x̂)| F1(x − y) dy. (3.31)

Используя очередной раз свойства правильно меняющихся функций, для интеграла
в правой части (3.31) получим оценку

O ((εξ |ν′(x̂)|)c F1(1/|g′(x)|)/|g′(x)|),

где постоянная c > α. Отсюда и из оценки (3.29) следует J = o (I), x → +0. Таким
образом, оценка (1.23) обоснована.

Вторая часть теоремы 5 проверяется аналогично. Применяется соотношение
(см. (3.28), (3.29), (1.12) и (1.25))

εξ∫

0

p(x− y)F1(dy) ∼ u(x)

εξ∫

0

e−g(x−y) F1(dy) =

= p(x)


F1(εξ) e

g(x)−g(x−εξ) + (1 + o (1)) |g′(x)|
εξ∫

0

eg(x)−g(x−y) F1(y) dy


 .

Остальные рассуждения не меняются.

Автор выражает признательность рецензентам за неформальное отношение к
работе.
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