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Настоящая работа продолжает серию исследований авторов о приближении функций
с производной из класса типа Гёльдера. В статье рассматривается вопрос о прибли-
жении функций, заданных на бесконечном множестве континуумов. На континуумы и
их расположения накладываются ограничения. Получена оценка скорости приближе-
ния в терминах роста целой функции, согласованная с возможным обратным утвер-
ждением — набор аналитических функций, который можно приближать с указанной
оценкой, имеет обсуждаемую гладкость.

Ключевые слова: классы Гёльдера, аппроксимация, целые функции экспоненциально-
го типа.

1. Введение. В проблеме приближения функций, аналитических в какой-то об-
ласти и непрерывных в ее замыкании, с помощью алгебраических полиномов можно
выделить несколько этапов. Первый этап был связан с описанием в терминах при-
ближений функций, аналитических в более широкой, чем рассматриваемая, области,
и связан с работами С. Н. Бернштейна и Дж. Л. Уолша [1, 2]. Затем решалась про-
блема о возможности приближения функции, аналитической во внутренности ком-
пакта и непрерывной на нем. Принципиальные продвижения в этом направлении
связаны с результатами М. В. Келдыша и С. Н. Мергеляна. Оценки полиномиаль-
ного приближения, учитывающие гладкость функции на замыкании континуума,
стали появляться с конца 1950-х годов в работах С. Я. Альпера [3], В. К. Дзядыка [4,
5]. Большую библиографию по этому вопросу можно найти в книге В. К. Дзядыка
[6]. Наиболее сильный результат принадлежит В. И. Белому [7], который предпола-
гал квазиконформность границы области. Приближение с помощью одного полино-
ма не может быть равномерным на неограниченном множестве. Для равномерного
приближения на всей оси или ее части естественно использовать целые функции
экспоненциального типа [8, 9] или целые функции порядка 1

2 при приближении на
полуоси [10]. В работах [8–10] приближались функции, заданные на множествах от-
резков.

В настоящей работе изучен вопрос о приближении функций, заданных на бес-
конечном множестве континуумов. На континуумы и их расположения наклады-
ваются ограничения. Мы полагаем, что получаемая оценка скорости приближения
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в терминах роста типа целой функции согласована с возможным обратным утвер-
ждением — набор аналитических функций, который можно приближать с указанной
оценкой, будет иметь обсуждаемую гладкость. В п. 2 даны определения и формули-
ровка основного результата, в п. 3. собраны важные вспомогательные результаты, в
п. 4 построены приближающие целые функции.

2. Определения и формулировка результата. Далее через Dr(a) будем
обозначать круг Dr(a) = {z : |z − a| < r}, Dr(a) — его замыкание, D = D1(0);
Gn, n ∈ Z, — жордановы области, Γn = ∂Gn. Предполагаем, что все кривые Γn

спрямляемы. Для z1, z2 ∈ Γn через γn(z1, z2) обозначаем дугу наименьшей длины на
Γn с концами z1 и z2, |γn(z1, z2)| — длина такой дуги.

А. Предполагаем, что все кривые Γn удовлетворяют равномерному chord-arc-
условию, именно: существует постоянная b, не зависящая от z1, z2 и n такая, что

|γn(z1, z2)| ≤ b|z2 − z1|.

Также предполагаем, что все кривые Γn — равномерно гладкие в следующем смысле.
Пусть an ∈ Gn, функции gn(λ) конформно отображают C \ D на C \ Gn так, что в
окрестности ∞ имеется соотношение gn(λ) = βnλ + an + On(1) + O

(
1
λ

)
, vn(λ) =

log g′n(λ).
B. Предполагаем, что семейство функций {vn(λ), n ∈ Z} равностепенно непре-

рывно в C \ D.
На метрические свойства областей Gn и их расположение накладываются сле-

дующие ограничения.
С. Существуют δ > 0,∆ > 0 такие, что Dδ(an) ⊂ Gn ⊂ D∆(an).
D. Существуют постоянные 0 < A1 < A2 такие, что 2∆+A1 < Re(an+1 − an) <

2∆+A2.
E. Выполняется условие D∆(an) ∩ R 6= ∅, n ∈ Z.
В дальнейшем полагаем E =

⋃
n∈Z

Gn. Через Λr+ω
M (E), r ≥ 0 обозначаем класс

функций f, аналитических в каждой области Gn, непрерывных в Gn и таких, что
модуль непрерывности функции f (r) в Gn не превосходит cfω(t) и |f(z)| ≤M, z ∈ E.
На функцию ω(t) накладывается условие

x∫

0

ω(t)

t
dt+ x

∞∫

x

ω(t)

t2
dt ≤ c0ω(x).

Основным результатом настоящей работы является следующий результат.
Теорема. Пусть функция f ∈ Λr+ω

M (E). Тогда существует постоянная c1,
не зависящая от σ и w такая, что при любом σ ≥ 1 можно определить целую
функцию Fσ экспоненциального типа ≤ σ, для которой справедливы оценки

|Fσ(w) − f(w)| ≤ c1σ
−rω(σ−1), w ∈ Γn, n ∈ Z, (1)

и для которой с некоторыми постоянными c2 и c3, не зависящими от x ∈ R и
σ ≥ 1, выполняется неравенство

|Fσ(x)| ≤ c2e
c3σM. (2)

3. Вспомогательные утверждения. При построении функции Fσ со свой-
ствами (1) и (2) понадобятся следующие факты.
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Лемма 1. Пусть функции gn и vn определены в соответствии с условиями A,
B, C раздела 2. Положим mn = min

ζ∈T

|g′n(ζ)|,Mn = max
ζ∈T

|g′n(ζ)|, где T — единичная

окружность. Пусть имеется соотношение gn(λ) = βnλ + an + On(1) + O
(
1
λ

)
, где

On(1) — постоянная при данном n и ограниченная при растущем |n|, βn > 0, βn =
capGn — логарифмическая емкость Gn, vn(λ) = log g′n(λ). Существуют постоян-
ные c01 и c02, 0 < c01 < c02, не зависящие от n, такие что

c01 ≤ mn ≤Mn ≤ c02. (3)

Замечание. Принцип максимума влечет равенства

mn = min
ζ∈C\D

|g′n(ζ)|,Mn = max
ζ∈C\D

|g′n(ζ)|.

Доказательство леммы. Положим Ω(ǫ) = sup
n∈Z

sup{|vn(ζ2) − vn(ζ1)| : ζ1, ζ2 ∈
C \ D, |ζ1 − ζ2| < ǫ}. Условие B влечет Ω(ǫ) < ∞ при ǫ > 0 и Ω(ǫ) −−−−→

ǫ→+0
0. Если

mn = |g′n(ζ1)|, Mn = |g′n(ζ2)|, ζ1, ζ2 ∈ T, то 0 ≤ vn(ζ2)− vn(ζ1) ≤ Ω(2), т. е.

Mn

mn
≤ eΩ(2). (4)

Далее, условие С дает неравенства 2πδ ≤ |Γn| =
∫
T

|g′n(λ)||dλ| ≤ 2πMn, т. е.

Mn ≥ δ, (5)

и (4) и (5) влекут
mn ≥ e−Ω(2)Mn ≥ e−Ω(2)δ. (6)

Учтем, что mn ≤ |g′(∞)| = |βn|, и в силу условия С получаем

|βn| =

∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫

T

gn(z)− an
z2

dz

∣∣∣∣∣∣
≤ ∆,

тогда mn ≤ ∆, Mn ≤ eΩ(2)∆. Лемма 1 доказана с c01 = e−Ω(2)δ, c02 = eΩ(2)∆. �

Следствие. Пусть

Γn,h = {z ∈ C : z = gn(ζ), |ζ| = 1 + h}, h > 0, ρn,h(z) = dist(z,Γn,h), z ∈ Γn.

Тогда существуют постоянные c11, c12, не зависящие от z и n, такие что

0 < c11h ≤ ρn,h(z) ≤ c12h. (7)

Доказательство. По лемме Померенке [11] для z0 = gn((1 + h)eiθ) выполнено

4|g′n(1 + h)eiθ)|h ≥ dist(z0,Γn) ≥
1

4
|g′n((1 + h)eiθ)|h,

поэтому нижняя оценка в (7) следует из нижней оценки в (6). Далее, если z =
gn((1 + h)eiθ), то (3) влечет

ρn,h(z) ≤
h∫

0

|g′n((1 + h)eiθ)|dt ≤ c01h.

Следствие доказано. �
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Выберем ǫ0 > 0 так, чтобы при любом n ∈ Z и λ1, λ2 ∈ C \ D, |λ2 − λ1| < ǫ0 для
функции Ψn(λ) = Imvn(λ) было справедливо неравенство

|Ψn(λ2)−Ψn(λ1)| <
π

6
,

и определим ǫ1, 0 < ǫ1 ≤ ǫ0. Обозначим через Bθ0,ǫ1 множество D∪ [eiθ0 , (1+ǫ1)e
iθ0 ] и

пусть Gn,z0,ǫ1 = C\gn(C\Bθ0,ǫ1), где z0 = gn(e
iθ0). Через gn,z0,ǫ обозначим функцию,

конформно отображающую C\D на C\Gn,z0,ǫ1 и имеющую разложение в окрестности
∞ вида

gn,z0,ǫ1(ζ) = β̃nζ + an +On(1) +O

(
1

ζ

)
.

Пусть
Γn,h(z0, ǫ1) = {z = gn,z0,ǫ1(ζ), |ζ| = 1 + h},

ρn,h(z; z0, ǫ1) = dist(z,Γn,h(z0, ǫ1)), z ∈ Γn,h(z0, ǫ1).

Лемма 2.Существует постоянная c21, зависящая от ǫ1 и не зависящая от
n, z и z0, такая что при z ∈ Γn, z 6= z0, 0 < h ≤ 1 и при z = gn((1+t)e

iθ0), 0 ≤ t ≤ ǫ1
2 ,

имеется оценка
ρn,h(z; z0, ǫ1) ≤ c21(|z − z0|+ h

1
2 )−1 · h.

Доказательство. Пусть функция Ψ(ζ) отображает C \ D на C \ Bθ0,ǫ1 с нор-

мировкой Ψ(ζ) = βζ + γ0 +O
(

1
ζ

)
,Ψ(1) = (1 + ǫ1)e

iθ0 . Тогда

gn,z0,ǫ1(ζ) = gn (Ψ(ζ)) ,

g′n,z0,ǫ1(ζ) = g′n (Ψ(ζ)) ·Ψ′(ζ). (8)

При отображении функцией Ψ у точки eiθ0 имеются два прообраза α+ и α−, Imα+ >
0, Imα− < 0, и существуют окрестности U+ ∋ α+ и U− ∋ α−, в которых при ζ → α±
выполняются соотношения

Ψ′(ζ) =
1

2
c±(ζ − α±)

− 1
2 (1 + o(1)) (9)

с постоянными c± 6= 0. Полагая η = Ψ(ζ) при V±
def
= Ψ(U±), η ∈ V± имеем из (9)

Ψ′(ζ) = c̃±
1

η − eiθ0
(1 + o(1)). (10)

Из соотношений (8) при ζ̃ = (1 + h)ζ ∈ U±, ζ ∈ T, h > 0, с некоторыми постоянными

c0± 6= 0, c1± 6= 0 следуют оценки c0±(|ζ −α±|+ h)−
1
2 ≤ |Ψ′(ζ̃)| ≤ c1±(|ζ −α±|+ h)−

1
2 ,

что с учетом (9) дает с другими постоянными c̃0±, c̃1± соотношения

c̃0±(|η − eiθ0 |+ h
1
2 )−1 ≤ |Ψ′(ζ̃)| ≤ c̃1±(|η − eiθ0 |+ h

1
2 )−1. (11)

Применяя соотношение (7) следствия, лемму Поммеренке [11], равенство (8) и нера-
венства (11), получаем утверждение леммы 2. �

4. Построение функции Fσ. При построении приближающей функции Fσ(z)
определяем семейство кривых Ξ−(t), которые делят комплексную плоскость C на
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области D+(t) и D−(t). Далее при фиксированном t строится функция Fσ(w, t), при
этом существенно используется односвязность областей D+(t) и D−(t). Начнем с
геометрического построения. Пусть zn0 ∈ Γn — ближайшая (или одна из таких) точ-

ка к прямой R−
def
= R − 2i∆, ζn0 = g−1

n (zn0) ∈ T. Положим ǫ1 = min

(
π

2
, ǫ0,

1

2c02
A1

)
,

такое что 2ǫ2 · Ω(2ǫ2) ·
c02
c01

< 1
2c01ǫ1. Если eiθn0 = ζn0 , то обозначим γn = {gn(eiθ) :

θn0 − 2ǫ2 ≤ θ ≤ θn0 + 2ǫ2}, Γ0
n = Γn \ γn.

При 0 ≤ t ≤ ǫ2 запишем

ζ−n (t) = ζn0 · e−2iǫ2+it, ζ+n (t) = ζn0 · e2iǫ2−it, η±n (t) = (1 + ǫ1)ζ
±
n (t),

γn(t) = {gn(eiθ) : θn0 − 2ǫ2 + t ≤ θ ≤ θn0 + 2ǫ2 − t}, l±n (t) = gn([ζ
±
n (t), η±n (t)]),

w±
n (t) = gn(η

±
n (t)), W±

n (t) = w±
n (t)− 2i∆.

Выбор ǫ0 и ǫ1 показывает, что кривые l±n (t) лежат в полосе {z : Rean −A1/2−∆ ≤
Rez ≤ Rean+∆+A1/2}, а выбор ǫ2 и точки zn0 влекут, что если [w±

n (t),W
±
n (t)]∩Γ0

n 6=
∅, то [w±

n (t),W
±
n (t)] ∩ Γn ⊂ Γ0

n. Выбор точки zn0 показывает, что [zn0 , zn0 − 2i∆] ∩
Γn = {zn0}, а также, что при 0 ≤ t ≤ ǫ2 выполняется Rew−

n (t) < Rezn0 < Rew+
n (t).

Если нет точек z∗ ∈ Γn таких, что Rew−
n (t) < Rez∗ < Rezn0 , то полагаем, что

Λ−
n (t) = [w−

n (t),W
−
n (t)], соответственно. Если нет точек z∗ ∈ Γn таких, что Rezn0 <

Rez∗ < Rew+
n (t), то полагаем, что Λ+

n (t) = [w+
n (t),W

+
n (t)].

Нашей следующей целью является построение кривых Λ−
n (t),Λ

+
n (t), соединя-

ющих соответственно точки w−
n (t) и w+

n (t) с прямыми Imz = gmw
−
n (t) − 2∆ и

Imz = gmw
+
n (t) − 2∆. Если нет точек z∗ ∈ Γn таких, что Rew−

n (t) < Rez∗ < Rezn0,
то полагаем Λ−

n (t) = [w−
n (t),W

−
n (t)]. Если нет точек z∗ ∈ Γn, таких что Rezn0 <

Rez∗ < Rew+
n (t), то полагаем Λ+

n (t) = [w+
n (t),W

+
n (t)]. Если же есть точки z∗ ∈ Γn,

такие что Rew−
n (t) < Rez∗ < Rezn0(t), то при y ∈ [Imw−

n (t) − 2∆, Imw−
n (t)] опре-

делим множества λ−n (t, y), каждое из которых является точкой или отрезком, сле-
дующим образом: если нет точек z∗ = x∗ + iy, таких что x∗ > Rew−

n (t), то пола-
гаем λ−n (t, y) = Rew−

n (t). Пусть Ln(y) = Γn ∩ {z ∈ C : Imz = y}. Если есть точки
z∗ ∈ Γn, такие что x∗ = Rez∗ > Rew−

n (t), то положим λ̃−n (t, y) = max
z∈Ln(y),Rez<Rezn0

Rez,

тогда λ̃−n (t, y) + iy ∈ Ln(y). Получаем, что либо точка λ̃−n (t) + iy не является
концом целого сегмента, содержащегося в Ln(y), либо является концом отрезка

[λ̃−n (t, y) + iy, λ̂−n (t, y) + iy] ⊂ Ln(y), при этом считаем, что данный отрезок явля-
ется максимальным. В первом случае полагаем λ−n (t, y) = λ̃−n (t, y), во втором случае

полагаем λ−n (t, y) = [λ̃−n (t, y), λ̂
−
n (t, y)]. Теперь предположим, что

Λ−
n (t) =

⋃

y∈[Imw−

n (t)−2∆,Imw−

n (t)]

{λ−n (t, y) + iy}.

Аналогично, если есть точки z∗ ∈ Γn такие, что Rezn0 < Rez∗ < Rew+
n (t), то поло-

жим λ̃+n (t, y) = min
z∈Ln(y),Rez>Rezn0

Rez и аналогично определению λ−n (t, y) определим

λ+n (t, y) и Λ+
n (t).

Полученные кривые Λ±
n (t) являются chord-arc-кривыми с постоянной b′, зави-

сящей от b,∆ и δ, c01, c02. Внутри кривой, образованной кривыми Λ±
n (t), l

±
n (t), γn(t)

и отрезком [W−
n (t),W+

n (t)], нет точек области Gn. Далее полагаем

Ξ−(t) =
⋃

n∈Z

(
l+n−1(t) ∪ Λ+

n−1(t) ∪ [W+
n−1(t),W

−
n (t)] ∪ l−n (t) ∪ Λ−

n (t)
)
∪ γn(t),

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2020. Т. 7 (65). Вып. 3 485



Ξ+(t) =
⋃

n∈Z

(
l+n−1(t) ∪ Λ+

n−1(t) ∪ [W+
n−1(t),W

−
n (t)] ∪ l−n (t) ∪ Λ−

n (t)
)
∪ (Γn \ γn(t).

Кривая Ξ−(t) делит комплексную плоскость C на две области: D−(t) : −4i∆ ∈ D−(t)
и D+(t) : 4i∆ ∈ D+(t).

Пусть функция Ψ+(ζ, t) отображает верхнюю полуплоскость C+ = {ζ : Imζ > 0}
на область D+(t) так, что

Ψ+(∞, t) = ∞,
Ψ+(iζ, t)

iζ
−−−−−→
ζ→+∞

1,

ϕ+(z, t) — обратное к Ψ+(ζ, t) отображение. Функция Ψ−(ζ, t) отображает нижнюю
полуплоскость C− = {ζ : Imζ < 0} на область D−(t) с нормировкой

Ψ−(∞, t) = ∞,
Ψ−(iζ, t)

iζ
−−−−−→
ζ→−∞

1,

ϕ−(z, t) — обратное к Ψ−(ζ, t) отображение.

Далее, пусть ζ > 0, s ∈ R, положим

z+ζ,s(z, t) = Ψ+((ϕ+(z, t) + s+ iζ), t) при z ∈ D+(t),

z−ζ,s(z, t) = Ψ−((ϕ−(z, t) + s− iζ), t) при z ∈ D−(t).

Далее, для натурального k и w ∈ E, ζ > 0, s ∈ R положим

Rk(z, w, ζ, s, t) =





1

z+ζ,s(z, t)− w

(
1 +

k∑
ν=1

(
z+ζ,s(z, t)− z

z+ζ,s(z, t)− w

)ν)
, z ∈ D+(t),

1

z−ζ,s(z, t)− w

(
1 +

k∑
ν=1

(
z−ζ,s(z, t)− z

z−ξ,s(z)− w

)ν)
, z ∈ D−(t).

Обозначим через Qn прямоугольник:

Qn = {z = x+ iy : −A1

2
−∆− an ≤ x ≤ A1

2
+ ∆ + an, −2∆ ≤ y ≤ 2∆}.

Пусть Q =
⋃

n∈Z

Qn. Пользуясь методом Е. М. Дынькина [12], продолжим каждую

функцию fn
def
= f |Gn

на всю плоскость C так, чтобы для продолжения fn0 выполня-
лись условия fn0 ∈ C(C), suppfn0 ⊂ Qn, fn0 ∈ C1(C \Gn) и

|f ′
n0z(z)| ≤ c3distr−1(z,Gn)ω(dist(z,Gn)), z ∈ C \Gn,

а также положим f0(z) = fn0(z) при z ∈ Qn, f0(z) ≡ 0, z /∈ Q. Выберем параметры k
и m, такие как в [9]: k + 1 = 4(r + 1),m = 8(k + 1) + 2. Постоянная dm такая, что

dm ·
∞∫

−∞

(
sin τ

τ

)m

dτ = 1,
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σ1 =
σ

m
, величины A =

2π

ǫ2
, br удовлетворяют соотношению

br

ǫ2∫

0

sin2r+2Atdt = 1.

Теперь полагаем, что при w ∈ E :

Fσ(w, t) = −
∑

n∈Z

1

π

∫

Qn

f ′
0z̄(z)


 dm

σm−1
1

∞∫

−∞

(
sin sσ1
s

)m

Rk(z, w,
1

σ1
, s, t)ds


 dm2(z),

где m2(z) — плоская мера Лебега и

Fσ(w) = br

ǫ2∫

0

sin2r+2A(t− w)Fσ(w, t)dt. (12)

При проведении оценок разности Fσ(w) − f(w) используется следующий факт.
Лемма 3. При w ∈ C справедливо тождество

ǫ2∫

0

sin2r+2A(t− w)dt =

ǫ2∫

0

sin2r+2Atdt. (13)

Доказательство. Пусть br(w) =
ǫ2∫
0

sin2r+2A(t− w)dt. Тогда br(w) — целая

функция экспоненциального типа ≤ (2r + 2)A с периодом ǫ2. При w = x ∈ R имеем

br(x) =

ǫ2∫

0

sin2r+2A(t− x)dt =

ǫ2−x∫

−x

sin2r+2 sinAτdτ =

=
1

A

2π−Ax∫

−Ax

sin2r+2 θdθ =
1

A

2π∫

0

sin2r+2 θdθ =

ǫ2∫

0

sin2r+2Atdt. (14)

Поскольку br(w) — целая функция, то (13) следует из (14). Лемма 3 доказана. �

Из леммы 3 и определения (12) для разности Fσ(w)−f(w) получается формула

Fσ(w) − f(w) = − 1

π

∑

n∈Z

∫

Qn

f ′
0z̄(z)


br

ǫ2∫

0

sin2r+2A(t− w)dt·

· dm

σm−1
1

∞∫

−∞

(
sin sσ1
s

)m(
1

z − w
−Rk(z, w,

1

σ1
, s, t)

)
ds


 dm2(z). (15)

Разность в (15) оценивается по аналогии с работой [9] с учетом утверждений из п. 3.
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We consider a problem of approximation by entire functions of exponential type of functions
defined on a countable set E of continuums Gn, E =

⋃

n∈Z

Gn. We assume that all Gn

are pairwise disjoint and are situated near the real axis. We assume too that all Gn are
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commensurable in a sense and have uniformly smooth boundaries. A function f is defined
independantly on each Gn and is bounded on E and f (r) has a module of continuity ω
which satisfies a condition

x
∫

0

ω(t)

t
dt+ x

∞
∫

x

ω(t)

t2
dt ≤ cω(x).

Then we construct an entire function Fσ of exponential type ≤ σ such that we have the
following estimate of approximation of the function f by functions Fσ:

|f(z) − Fσ(z)| ≤ cfσ
−rω(σ−r), z ∈ Z, σ ≥ 1.

Keywords: Hölder classes, approximation, entire functions of exponential type.
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