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Ранее автором был получен усиленный закон больших чисел (УЗБЧ) для комбинатор-
ных сумм

∑

iXniπn(i), где ‖Xnij‖ — матрица порядка n случайных величин с конеч-
ными четвертыми моментами, а (πn(1), πn(2), . . . , πn(n)) — случайная перестановка с
равномерным распределением на множестве перестановок чисел 1, 2, . . . , n, не зави-
сящая от случайных величин Xnij . Взаимная независимость элементов матрицы не
предполагалась. В настоящей работе мы получим комбинаторный УЗБЧ при более
общих предположениях, а также обсудим поведение ранговых статистик.

Ключевые слова: комбинаторные суммы, усиленный закон больших чисел, комбина-
торный усиленный закон больших чиcел, ранговые статистики, коэффициент ранговой
корреляции Спирмена.

1. Введение. Пусть {Xn = ‖Xnij‖ni,j=1}∞n=2 — последовательность матриц слу-
чайных величин и {πn}∞n=2 — последовательность случайных перестановок чисел
1, 2, . . . , n. Положим

Sn =

n∑

i=1

Xniπn(i)

для всех n > 2, где πn = (πn(1), πn(2), . . . , πn(n)). Суммы Sn называются комбина-
торными суммами.

Отметим, что комбинаторные суммы в предположении независимости компо-
нент Xn и независимости с перестановкой πn существенно отличаются от сумм неза-
висимых случайных величин. Последние суммы при увеличении числа слагаемых
на единицу содержат предыдущие слагаемые. При таком же изменении номера ком-
бинаторной суммы меняется перестановка, а это приводит к тому, что поменяться
может значительное число слагаемых или даже все. При этом случай одинаково рас-
пределенных элементов матриц тривиален, так как все сводится к классическим сум-
мам независимых одинаково распределенных (н. о. р.) случайных величин. Поэтому
интерес представляют только матрицы с неодинаково распределенными элементами.
При этом матрицы должны быть устроены так, чтобы распределения комбинатор-
ных сумм не совпадали с распределениями сумм независимых случайных величин.
Последний случай важен при оценке качества полученных результатов.
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Примем следующие терминологические соглашения. Если распределения цен-
трированных и нормированных сумм Sn сходятся (в смысле слабой сходимости) к
нормальному закону, то мы говорим о справедливости комбинаторной центральной
предельной теоремы (ЦПТ). В случае подобной сходимости к вырожденному рас-
пределению, мы говорим о комбинаторном законе больших чисел (ЗБЧ). Заменяя
слабую сходимость на сходимость почти наверное (п. н.), мы приходим к комби-
наторному усиленному закону больших чисел (УЗБЧ). Отметим, что если строки
каждой матрицы Xn независимы и состоят из одинаковых случайных величин, то
Sn превращается в сумму независимых случайных величин. Таким образом, прини-
маемые нами соглашения аналогичны используемым в классической теории сумми-
рования независимых случайных величин.

Без дополнительных предположений о характере зависимости элементов Xn

и перестановки πn и об их распределениях содержательной теории не построить.
Поэтому мы далее следуем основной линии, предполагая их независимость и равно-
мерную распределенность перестановки.

Дополнительно предположим сначала, что компоненты матриц Xn независимы,
EXnij = cnij и

n∑

j=1

cnij = 0,

n∑

i=1

cnij = 0

для всех 1 6 i, j 6 n и n > 2. Последнее условие на средние эквивалентно усло-
вию центрированности слагаемых в классической теории суммирования. Оно влечет
ESn = 0, так как

EXniπn(i) =
1

n

n∑

j=1

cnij = 0.

Если дисперсии σ2
nij = DXnij конечны для всех 1 6 i, j 6 n и n > 2, то

Bn = DSn =
1

n− 1

n∑

i,j=1

c2nij +
1

n

n∑

i,j=1

σ2
nij

для всех n > 2, а нормировкой в комбинаторной ЦПТ будет
√
Bn.

Неравенства Эссеена (для комбинаторных сумм) можно найти в работах Ба-
ра [1], Хо и Чена [2], Больтхаузена [3], Голдштейна [4], Неммани и Санторнчоста
[5], Неммани и Раттановонга [6], Чена и Фанга [7] для случайных величин Xnij с
конечными третьими моментами. Из этих результатов легко получаются условия,
достаточные для комбинаторной ЦПТ, а ссылки на более ранние асимптотические
результаты можно найти в библиографии этих работ. Фролов [8, 9] получил обобще-
ния неравенств Эссеена для комбинаторных сумм на случай моментов порядка 2+δ,
где δ ∈ (0, 1], а также на случай бесконечных дисперсий. Результаты об умеренных
и больших уклонениях комбинаторных сумм получены Фроловым в [10, 11]. Нера-
венства Эссеена для комбинаторных случайных сумм доказаны Фроловым в [12].

Наряду с ЦПТ, оценками точности остаточного члена в ней и большими укло-
нениями, в теории вероятностей и математической статистике играет важную роль
УЗБЧ. По аналогии с классической теорией суммирования получение комбинатор-
ного УЗБЧ также представляет интерес. Первый результат этого типа был получен
Фроловым [13].
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В работе [13] предполагалось, что элементы матриц Xn имеют четвертые мо-
менты и не являются независимыми. Классическая техника, дающая результаты
при минимальных моментных условиях, здесь не работает. Поэтому была проведе-
на оценка четвертого момента Sn, а условия выражались в терминах максимумов
сумм отклонений математических ожиданий произведений EXα

nipX
β
njqX

γ
nkrX

δ
nls от

произведений математических ожиданий EXα
nipEX

β
njqEX

γ
nkrEX

δ
nls. Степени здесь

неотрицательны и α + β + γ + δ = 4. В настоящей работе мы сначала заменим
максимальные условия на более общие — суммарные, а затем с помощью метода
усечения распространим комбинаторный УЗБЧ на случай слагаемых без четвертых
моментов. Кроме того, мы обсудим приложения к ранговым статистикам.

2. Комбинаторный УЗБЧ. Пусть {Xn}∞n=2 — последовательность матриц
случайных величин такая, что Xn = ‖Xnij‖ni,j=1 , EXnij = cnij для всех 1 6 i, j 6 n
и n > 2, и для любого n > 2 выполняется соотношение

cni. =

n∑

j=1

cnij = 0, cn.j =

n∑

i=1

cnij = 0 для всех 1 6 i, j 6 n. (1)

Пусть {πn}∞n=2 — последовательность случайных перестановок такая, что для всех
n > 2 перестановка πn = (πn(1), πn(2), . . . , πn(n)) имеет равномерное распределе-
ние на множестве всех перестановок чисел 1, 2, . . . , n. Предположим, что Xn и πn
независимы для любого n > 2.

Для всех n > 2 положим

Sn =

n∑

i=1

Xniπn(i).

Отметим, что при нарушении условия (1) можно отцентрировать элементы Xn,
положив

X ′
nij = Xnij −

1

n
cni. −

1

n
cn.j +

1

n2
cn.., где cn.. =

n∑

i,j=1

cnij .

Несложно проверить, что условие (1) выполнено с заменой cnij на EX ′
nij .

В настоящей работе мы получим следующий вариант комбинаторного УЗБЧ.

Теорема 1. Пусть EX4
nij < ∞ для всех 1 6 i, j 6 n и n > 2. Для каждого n

положим Cn = max
16i,j6n

EX4
nij и Rn = max

16i62
{rni}, где

rn1 =
1

(n)4

∣∣∣∣∣∣
∑

i6=j 6=k 6=l

∑

p6=q 6=r 6=s

(EXnipXnjqXnkrXnls − cnipcnjqcnkrcnls)

∣∣∣∣∣∣
,

rn2 =
1

(n)3

∣∣∣∣∣∣
∑

i6=j 6=k

∑

p6=q 6=r

(
EX2

nipXnjqXnkr −EX2
nipcnjqcnkr

)
∣∣∣∣∣∣
,

где (n)k = n(n− 1) · . . . · (n− k + 1) для всех натуральных n и k 6 n (здесь и далее
мы считаем, что во всех суммах все индексы изменяются в пределах от 1 до n).
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Пусть {bn}∞n=2 — последовательность положительных постоянных.
Предположим, что ряд

∑
n(Cnn

2 +Rn)b
−4
n сходится.

Тогда

Sn

bn
→ 0 п. н. (2)

Во всех предельных переходах мы считаем, что n → ∞, если не оговорено
противное.

Отметим, что если строки (или столбцы) матрицы Xn независимы, то Rn = 0.
В частности, если все Xnij — вырожденные случайные величины для всех i, j и n,
то Rn = 0. При этом в последнем случае сумма Sn, вообще говоря, невырождена.

Из этого результата вытекает теорема 1 работы [13]. Примеры и замечания
последней работы сохраняют свою силу. В частности, если ряд из условия теоремы 1
расходится, то заключение теоремы 1 может не иметь места.

Доказательство. Положим ξi = Xniπn(i) для всех 1 6 i 6 n. Мы имеем

ES4
n =

n∑

i=1

Eξ4i + 4
∑

i6=j

Eξ3i ξj + 3
∑

i6=j

Eξ2i ξ
2
j + 6

∑

i6=j 6=k

Eξ2i ξjξk +
∑

i6=j 6=k 6=l

Eξiξjξkξl. (3)

В силу независимости Xn и πn и равномерной распределенности πn мы получим

Eξiξjξkξl =
1

(n)4

∑

p6=q 6=r 6=s

EXnipXnjqXnkrXnls.

Следовательно, выполняется неравенство
∣∣∣∣∣∣
∑

i6=j 6=k 6=l

Eξiξjξkξl

∣∣∣∣∣∣
6 Rn +

1

(n)4
|T (n)|, где T (n) =

∑

i6=j 6=k 6=l

∑

p6=q 6=r 6=s

cnipcnjqcnkrcnls.

В [13] на стр. 48–49 было показано, что
∣∣∣∣∣∣
∑

p6=q 6=r 6=s

cnipcnjqcnkrcnls

∣∣∣∣∣∣
6 7n2Cn.

Отметим, что при доказательстве последнего неравенства существенно использова-
лось условие (1). Поэтому мы имеем

|T (n)| 6 7n2Cn(n)4.

Таким образом, мы получим
∣∣∣∣∣∣
∑

i6=j 6=k 6=l

Eξiξjξkξl

∣∣∣∣∣∣
6 Rn + 7n2Cn. (4)

Воспользуемся снова тем, что Xn и πn независимы, а πn равномерно распреде-
лена. Для всех i 6= j 6= k мы имеем

Eξ2i ξjξk =
1

(n)3

∑

p6=q 6=r

EX2
nipXnjqXnkr.
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Поэтому выполняется неравенство

∣∣∣∣∣∣
∑

i6=j 6=k

Eξ2i ξjξk

∣∣∣∣∣∣
6 Rn +

1

(n)3
|T ′(n)|, где T ′(n) =

∑

i6=j 6=k

∑

p6=q 6=r

EX2
nipcnjqcnkr.

В [13] на стр. 49 с использованием условия (1) доказано, что

∣∣∣∣∣∣
∑

p6=q 6=r

EX2
nipcnjqcnkr

∣∣∣∣∣∣
6 2n2Cn.

Следовательно, имеет место неравенство

∣∣∣∣∣∣
∑

i6=j 6=k

Eξ2i ξjξk

∣∣∣∣∣∣
6 2n2Cn +Rn. (5)

Используем снова тот факт, что Xn и πn независимы, а перестановка πn рас-
пределена равномерно. Мы имеем

Eξ2i ξ
2
j =

1

(n)2

∑

p6=q

EX2
nipX

2
njq , Eξ3i ξj =

1

(n)2

∑

p6=q

EX3
nipXnjq

для всех i 6= j и

Eξ4i =
1

n

n∑

p=1

EX4
nip 6 Cn

для всех i. Используя неравенства Коши — Буняковского и Гёльдера, мы получим

EX2
nipX

2
njq 6

√
EX4

nipEX
4
njq 6 Cn

и ∣∣EX3
nipXnjq

∣∣ 6 (EX4
nip)

3/4(EX4
njq)

1/4 6 Cn.

Следовательно, выполняются неравенства

n∑

i=1

Eξ4i 6 nCn,

∣∣∣∣∣∣
∑

i6=j

Eξ3i ξj

∣∣∣∣∣∣
6 n2Cn,

∑

i6=j

Eξ2i ξ
2
j 6 n2Cn. (6)

Из соотношений (3)–(6) вытекает неравенство

ES4
n 6 27n2Cn + 7Rn.

Отсюда следует, что

∞∑

n=1

P (|Sn| > εbn) 6

∞∑

n=1

ES4
n

εb4n
6 27

∞∑

n=1

n2Cn +Rn

εb4n
<∞
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для любого ε > 0. По лемме Бореля — Кантелли мы получим

Sn

bn
→ 0 п. н.

Теорема доказана.
С помощью метода усечения мы теперь получим обобщение теоремы 1 на случай

EX4
nij = ∞.
Пусть {bn}∞n=2 — последовательность положительных постоянных. Положим

Ynij = Xnij − cnij , Ȳnij = YnijI {|Ynij | < bn} ,

anij = EYnijI {|Ynij | < bn} , an.j =

n∑

i=1

anij , ani. =

n∑

j=1

anij , an.. =

n∑

i,j=1

anij ,

Znij = cnij + Ȳnij −
1

n
an.j −

1

n
ani. +

1

n2
an..,

znij = cnij + anij −
1

n
an.j −

1

n
ani. +

1

n2
an..,

Pn =
1

n

n∑

i,j=1

P(|Ynij | > bn),

где I{·} — индикатор события в скобках.

Теорема 2. Для каждого n > 2 положим C′
n = max

16i,j6n
EZ4

nij и R′
n =

max
16i62

{r′ni}, где

r′n1 =
1

(n)4

∣∣∣∣∣∣
∑

i6=j 6=k 6=l

∑

p6=q 6=r 6=s

(EZnipZnjqZnkrZnls − znipznjqznkrznls)

∣∣∣∣∣∣
,

r′n2 =
1

(n)3

∣∣∣∣∣∣
∑

i6=j 6=k

∑

p6=q 6=r

(
EZ2

nipZnjqZnkr −EZ2
nipznjqznkr

)
∣∣∣∣∣∣
.

Предположим, что ряды
∑

n(C
′
nn

2+R′
n)b

−4
n и

∑
n Pn сходятся и bnan../n→ 0.

Тогда

Sn

bn
→ 0 п. н.

Так как случайные величины Znij — линейные комбинации усеченных центри-
рованныхXnij , условия теоремы 2 не предполагают конечности четвертых моментов
Xnij .

Доказательство. Положим

S̄n =

n∑

i=1

cniπn(i) +

n∑

i=1

Ȳniπn(i).

Тогда

en = ES̄n =
1

n
an...
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Возьмем ε > 0. Если |S̄n−en| < εbn и |Yniπn(i)| < bn для всех i, то |Sn−en| < εbn.
Поэтому

{|Sn − en| > εbn} ⊂
{
|S̄n − en| > εbn

}
∪

n⋃

i=1

{
|Yniπn(i)| > bn

}
.

Отсюда мы имеем

P(|Sn − en| > εbn) 6 P(|S̄n − en| > εbn) +
1

n

n∑

i,j=1

P(|Ynij | > bn).

Заметим, что

S̄n − en =

n∑

i=1

Zniπn(i).

В силу доказательства теоремы 1 ряд
∑

n P(|S̄n − en| > εbn) сходится. Ряд
∑

n Pn

сходится по условию. Следовательно, ряд
∑

n P(|Sn− en| > εbn) сходится. По лемме
Бореля — Кантелли мы получаем требуемое. При этом следует учесть, что en =
o(bn). Теорема доказана.

Проверка условий теоремы 2 упрощается, если распределения Ynij симмет-
ричны. В этом случае anij = 0. Кроме того, если хвосты распределений Ynij
доминируются хвостом некоторой случайной величины Y , т. е. P(|Ynij | > x) 6

P(|Y | > x) для всех x, то Pn 6 nP(|Y | > bn). Последнюю вероятность можно
оценивать, если распределение Y известно. Другой вариант — предположить, что
Dn = maxi,j E|Ynij |q <∞ для некоторого q > 0. Тогда Pn 6 nDnb

−q
n . Таким образом,

могут быть легко построены примеры, в которых условия теоремы 2 применимы.

3. Ранговые статистики. Линейные ранговые статистики представляют собой
комбинаторные суммы с P(Xnij = cnij) = 1 для всех i, j и n. Выбор различных
матриц Xn дает большой набор статистик, используемых для проверки различных
статистических гипотез. Вопросам, связанным с построением ранговых критериев,
посвящена, например, книга [14].

Обсудим результат теоремы 1 на примере коэффициента ранговой корреляции
Спирмена. Положим

cnij =
12

n(n2 − 1)

(
i− n+ 1

2

)(
j − n+ 1

2

)
, 1 6 i, j 6 n.

Ранговый коэффициент корреляции ρ Спирмена определяется соотношением

ρ =

n∑

i=1

cniπn(i).

Связь этой формулы с определением выборочного коэффициента корреляции между
рангами и формулой для вычисления ρ, обычно приводимой в справочниках (см.,
например, [15]), можно найти в книге [16]. Мы имеем

|cnij | 6
12

n(n2 − 1)

(n− 1)2

4
=

3(n− 1)

n(n+ 1)
6

3

n
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и Cn = max
16i,j6n

EX4
nij 6 81n−4. Положим bn = n−1/4

√
lnn. Тогда ряд

∑
n n

2Cnb
−4
n

сходится. По теореме 1 мы имеем

n1/4

√
lnn

ρ→ 0 п. н.

Использование четвертого момента вместо второго привело нас к содержатель-
ному результату. Если использовать второй момент, то по неравенству Чебышёва
мы получим

∞∑

n=1

P(|ρ| > εbn) 6

∞∑

n=1

Dρ

ε2b2n
=

∞∑

n=1

1

(n− 1)ε2b2n
.

Это позволит получить УЗБЧ только с bn → ∞, т. е. на этом пути мы не можем
даже доказать сходимость ρ к нулю. Теоретически нет проблем с использованием
моментов более высокого порядка. Вместо формулы (4) мы получим формулу с
большим числом слагаемых, состоящих из сумм смешанных моментов более высо-
кого порядка. Экспоненциальные оценки из [11] позволяют улучшить результат для
ρ, увеличив степень n до 0.5, но это уже относится к закону повторного логарифма,
который мы обсудим в другой работе.

Коэффициент ρ применяется для проверки гипотезы независимости. При этом
предполагается, что векторы рангов строятся по выборкам из непрерывных распре-
делений. Это дает выборки без совпадений и однозначность в определении рангов. В
реальности выборки могут содержать совпадения из-за округления или наличия ато-
мов у распределений выборок. В книге [14, гл. 3, п. 8] изложены различные способы
обработки совпадений. Например, можно для повторяющихся наблюдений назна-
чать ранги с помощью дополнительного случайного эксперимента (рандомизация).
Другой вариант — переопределить метки в cnij так, чтобы на группах совпадающих
наблюдений новые метки принимали бы одинаковые значения. Заметим, что число
групп совпадений и число элементов в группах совпадений — случайные величи-
ны. Поэтому новые метки будут случайными величинами, что соответствует нашей
модели.

Выше шла речь о ρ, но это лишь один пример из большого числа ранговых
статистик. Другие примеры читатель найдет в книге [14]. Мы их приводить не бу-
дем, так как цель нашей статьи — обсуждение общих закономерностей поведения
комбинаторных сумм.

Отметим, кроме того, что наш результат получен для, вообще говоря, зависи-
мых случайных величин Xnij . Возвращаясь к ρ Спирмена, добавим, что теорема 1
дает дополнительное представление о характере зависимости, при которой статисти-
ка будет вести себя так же, как при независимости. Таким образом, мы приходим к
лучшему пониманию ситуаций, в которых при использовании ранговых критериев
может совершаться ошибка 2-го рода.

Ранговые статистики, упомянутые выше, не дают примеров с неограниченными
случайными величинами Xnij . Поэтому мы приведем простую схему, упоминавшу-
юся в [7]. Из случайных величин ξ1, . . . , ξn выберем наудачу k = k(n) < n вели-
чин и просуммируем их. Такая сумма будет комбинаторной суммой, если положить
Xnij = ξj для 1 6 i 6 k(n) и 1 6 j 6 n и Xnij = 0 для всех остальных i и j.

Аналогичный подход приводит также к некоторым обобщениям ранговых ста-
тистик. Пусть, например, η1, . . . , ηn — н. о. р. непрерывные центрированные случай-
ные трехмерные векторы и (r1, . . . , rn) — вектор антирангов, построенный по их
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первым координатам. Тогда статистика (и комбинаторная сумма) Tn =
∑k(n)

i=1 η
2
riη

3
ri

будет оценкой ковариации 2-й и 3-й компонент вектора η1 = (η11 , η
2
1 , η

3
1), когда мы

отбрасываем n − k(n) наблюдений, соответствующих большим значениям первой
компоненты. В случае независимости компонент вектора η1 сумма Tn представля-
ется естественным обобщением некоторой ранговой статистики.

Автор благодарит рецензентов за ряд полезных замечаний, способствовавших
улучшению текста статьи.
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The author had earlier obtained a strong law of large numbers for combinatorial sums
∑

i
Xniπn(i), where ‖Xnij‖ is a matrix of order n from random variables with finite fourth

moments and (πn(1), πn(2), . . . , πn(n)) is a random permutation having the uniform dis-
tribution on the set of all permutations of numbers 1, 2, . . . , n and being independent from
random variables Xnij . The mutual independence for entries of the matrix has not been
assumed. In the present paper, we derive the combinatorial SLLN under more general as-
sumptions and discuss the behaviour of rank statistics.

Keywords: combinatorial sums, strong law of large numbers, combinatorial strong law of
large numbers, rank statistics, Spearman’s coefficient of rank correlation.
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