
2020 ВЕСТНИК САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКОГО УНИВЕРСИТЕТА

МАТЕМАТИКА. МЕХАНИКА. АСТРОНОМИЯ

Т. 7 (65). Вып. 3

МЕХАНИКА

УДК 533.6.011
MSC 76L05, 82C40, 82C70

Численное моделирование ударной волны

в вязком углекислом газе методом конечных объемов∗

И.В. Алексеев, Е. В.Кустова

Санкт-Петербургский государственный университет,
Российская Федерация, 199034, Санкт-Петербург, Университетская наб., 7–9

Для цитирования: Алексеев И. В., Кустова Е. В. Численное моделирование ударной вол-
ны в вязком углекислом газе методом конечных объемов // Вестник Санкт-Петербургско-
го университета. Математика. Механика. Астрономия. 2020. Т. 7 (65). Вып. 3. С. 500–510.
https://doi.org/10.21638/spbu01.2020.312

Предложен эффективный численный метод для исследования ударных волн в угле-
кислом газе. Разработанная теоретическая модель основана на кинетической теории
и не предполагает постоянства отношения удельных теплоемкостей и справедливости
приближенных аналитических выражений для термодинамических функций и коэф-
фициентов переноса. С использованием методов кинетической теории коэффициенты
теплопроводности, сдвиговой и объемной вязкостей выражаются через температуру,
интегралы столкновений и времена релаксации внутренней энергии. Предваритель-
но вычисленные для широкого диапазона температур термодинамические функции и
коэффициенты переноса реализованы в расчетном коде и используются при модели-
ровании структуры ударной волны. Учет объемной вязкости в кинетической модели
приводит к увеличению ширины ударной волны и улучшает согласие с эксперимен-
тальными данными.
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1. Введение. Расчет структуры ударной волны является эталонной задачей
в газовой динамике. Для достаточно разреженных газов применение стандартных
континуальных моделей может приводить к заметной погрешности. Поэтому ча-
сто утверждается, что необходимо использовать кинетические подходы, такие как
прямое статистическое моделирование [1] или модельные кинетические уравнения
[2], особенно в многоатомных газах, где возбуждение внутренних степеней свободы
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может заметно повлиять на структуру ударной волны. Однако недавно было показа-
но, что усовершенствованные континуальные модели, такие как регуляризованный
моментный метод [3] или метод Чепмена — Энскога, учитывающий сильные откло-
нения от равновесия и/или объемную вязкость [4–8], описывают гидродинамические
переменные во фронте ударной волны с хорошей точностью.

Моделирование неравновесных потоков углекислого газа является нетривиаль-
ной задачей из-за сложной структуры молекулы CO2 и множества механизмов ко-
лебательной релаксации. Существующие неопределенности в оценке коэффициен-
тов переноса и времени релаксации вызывают дополнительные трудности. Так, в
некоторых исследованиях [9] теоретически были предсказаны огромные отноше-
ния коэффициентов объемной (ζ) и сдвиговой (η) вязкости при низкой температуре
(ζ/η ≈ 103). Такая большая объемная вязкость может заметно нарушить симметрию
профилей гидродинамических переменных за фронтом ударной волны [2] и изме-
нить ширину ударного фронта. Недавние строгие теоретические [4] и эксперимен-
тальные [10] исследования не подтверждают справедливость соотношения ζ/η ≫ 1.
Одной из целей данного исследования является внедрение точных моделей термо-
динамических и транспортных свойств и оценка их влияния на структуру ударной
волны.

В работах [5, 11] было предложено использовать метод пристрелки для реше-
ния одномерной системы уравнений Навье — Стокса в двухатомных и многоатом-
ных вязких газах. Этот метод имеет несколько ограничений: 1) он требует предва-
рительного преобразования системы уравнений с использованием дополнительных
предположений, в частности о постоянстве показателя адиабаты и о справедливо-
сти приближенного аналитического выражения для удельной энтальпии; 2) метод не
подходит для многотемпературных приближений или течений газовых смесей из-за
сложности преобразования уравнений; 3) при больших числах Маха решение ста-
новится очень чувствительным к параметру пристрелки. В настоящей работе урав-
нения дискретизируются методом конечных объемов на структурированной сетке.
Этот метод может использоваться как для многотемпературных приближений, так
и для газовых смесей, и не требует дополнительных преобразований системы урав-
нений. Метод легко адаптируется для параллельных вычислений и дает результаты
с управляемой ошибкой.

Цели текущего исследования: 1) вывести систему уравнений газодинамики для
одномерного вязкого потока CO2 с учетом строгих моделей термодинамики и коэф-
фициентов переноса; 2) разработать эффективный численный метод для решения
полученных уравнений; 3) провести численное моделирование структуры ударной
волны в CO2 для различных чисел Маха; 4) оценить влияние объемной вязкости на
гидродинамические переменные.

2. Теоретическая модель. В данной работе изучается структура ударной вол-
ны в однокомпонентном потоке углекислого газа в однотемпературном приближе-
нии. При расчете удельных энергий и коэффициентов переноса учитываются вра-
щательная и три колебательные моды CO2. Газ рассматривается при умеренных
температурах, когда химическими реакциями можно пренебречь.

Будем искать стационарное решение задачи методом установления. Уравнения
Навье — Стокса для одномерного течения можно записать в векторном виде

∂U

∂t
+
∂F

∂x
= 0, (1)
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вектор консервативных переменных U и вектор потока F определяются как

U =




ρ
ρv
ρE


 , F =




ρv
ρv2 + p− P
ρvH + q − Pv


 . (2)

В этих уравнениях: ρ— плотность, v — скорость газа,E — полная энергия на единицу
массы, включающая кинетическую и внутреннюю (Eint) энергии, H — удельная
энтальпия:

E =
v2

2
+ Eint, H =

p

ρ
+ E, (3)

P — компонента тензора напряжений, q — тепловой поток в направлении оси x:

P = −Pxx + p =

(
4

3
η + ζ

)
∂v

∂x
, q = qx = −λ∂T

∂x
, (4)

где p — давление, η и ζ — коэффициенты сдвиговой и объемной вязкости соответ-
ственно, λ — коэффициент теплопроводности, T — температура.

Удельная внутренняя энергия включает в себя вклады поступательной, враща-
тельной и колебательной энергий:

Eint = Etr + Erot + Evibr, (5)

где

Etr =
3kT

2m
, Erot =

kT

m
, Evibr =

1

mZvibr(T )

∑

i1,i2,i3

si1,i2,i3εi1,i2,i3 exp
(
−εi1,i2,i3

kT

)
,

(6)
k — постоянная Больцмана, m — масса молекулы, εi1,i2,i3 — колебательная энер-
гия молекулы на уровнях i = (i1, i2, i3), квантовые числа i1, i2, i3 соответствуют
симметричной, изгибной, асимметричной модам, si1,i2,i3 = i2 + 1 — статистический
вес, характеризующий вырождение колебательного состояния молекулы с энергией
εi1,i2,i3 , Z

vibr(T ) — равновесная колебательная статистическая сумма, определяемая
формулой

Zvibr(T ) =
∑

i1,i2,i3

si1,i2,i3 exp
(
−εi1,i2,i3

kT

)
. (7)

Удельная теплоемкость при постоянном объеме вводится выражением

cV =
∂E

∂T
=
∂Etr

∂T
+
∂Erot

∂T
+
∂Evibr

∂T
= ctr + crot + cvibr, (8)

где ctr, crot, cvibr — компоненты удельной теплоемкости, соответствующие поступа-
тельной, вращательной и колебательной энергиям.

Основные особенности данного исследования состоят в следующем: 1) исполь-
зуются строгие алгоритмы кинетической теории для расчета всех коэффициентов
переноса, включая объемную вязкость; 2) при решении уравнений показатель адиа-
баты γ = cp/cV не предполагается постоянным. Как показано в [7], допущение о
постоянстве γ в ударно нагретом углекислом газе приводит к значительной потере
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точности в предсказанных значениях макропараметров потока. Более того, так как
γ 6= const, для удельной энтальпии не существует простого аналитического соотно-
шения, что вызывает значительное усложнение реализации численного метода.

Кратко остановимся на алгоритме вычисления коэффициентов переноса; по-
дробности можно найти в работах [4, 12]. Коэффициент теплопроводности λ рас-
считывается как сумма коэффициентов λtr и λint, связанных с передачей поступа-
тельной и внутренней энергий:

λ = λtr + λint, (9)

λtr =
75k2T

32mΩ(2,2)
, λint =

3kT

8Ω(1,1)
cint =

3kT

8Ω(1,1)
(crot + cvibr) . (10)

Здесь Ω(1,1) и Ω(2,2) — интегралы столкновений, определяемые потенциалом взаи-
модействия. В данном исследовании они рассчитаны с использованием потенциала
Леннарда — Джонса [12].

Коэффициент сдвиговой вязкости выражается следующим образом:

η =
5kT

8Ω(2,2)
. (11)

Коэффициент объемной вязкости ζ позволяет учесть релаксацию внутренних
степеней свободы (т. е. передачу энергии между внутренней и поступательной мо-
дами с конечной скоростью) в случае слабых отклонений от состояния равновесия.
Данные об этом коэффициенте в CO2 довольно противоречивы, см. обсуждение в
работе [4]. В то время как в работе Крамера [9] отношение коэффициентов объемной
и сдвиговой вязкости ζ/η при низких температурах составляет порядка нескольких
тысяч, в недавних экспериментах [10] это соотношение не превышает 3. В работе [4]
показано, что расчеты Крамера [9] основаны на неверном исходном предположении,
а использование строгих методов кинетической теории дает отношение ζ/η, близкое
к экспериментальному. В настоящей работе мы используем метод, предложенный в
[4]. Таким образом, коэффициент объемной вязкости задается выражением

ζ =
kT

βint

(
cint
cV

)2

, (12)

где βint является интегральной скобкой, зависящей от изменения внутренней энергии
при неупругом столкновении. Следуя рассуждениям [4], получаем окончательную
формулу для коэффициента объемной вязкости:

ζ = pR

(
cint
cV

)2(
crot
τrot

+
cvibr
τvibr

)−1

, (13)

где R = k/m — газовая постоянная, τrot, τvibr — времена релаксации для вращатель-
ных и колебательных степеней свободы. В настоящей работе время вращательной
релаксации рассчитывается на основе теории Паркера [13], время колебательной
релаксации взято из экспериментальных данных [14].

3. Численный метод. В методе конечных объемов вся вычислительная об-
ласть делится на множество поддоменов (контрольных объемов), см. схематическое
представление на рис. 1. Мы предполагаем, что сеточное значение, определенное в
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t

xii – 1 i + 1

i – 1/2 i + 1/2

t
n + 1

t
n

Δt

Δxi

Рис. 1. Разностный шаблон.

центре контрольного объема, является средним интегральным значением соответ-
ствующего непрерывно распределенного значения

Ui =
1

∆xi

x
i+1

2∫

x
i− 1

2

U dx. (14)

Вычислив интеграл по границе контрольного объема [xi− 1
2
, xi+ 1

2
]× [tn, tn+1], мы

можем переписать уравнение (14) в следующей полудискретной форме:

dUi

dt
+

1

∆xi

(
Fi+ 1

2
− Fi− 1

2

)
= 0, (15)

где Fi− 1
2

является вектором потока от ячейки i − 1 к ячейке i (см. рис. 1), который

может быть вычислен различными методами. Годунов [15] предложил рассчитывать
этот поток путем решения задачи о распаде произвольного разрыва на грани между
соседними ячейками, поскольку решение является автомодельным. Таким образом,
получаем

Fi+ 1
2
= F (Ui, Ui+1) . (16)

Для расчета потока на грани требуется не вся информация из этого решения, а
только значения на грани в следующий момент времени после произвольного раз-
рыва. Следовательно, чтобы рассчитать потоки на грани, необходимо решить задачу
о произвольном разрыве на каждой грани. Из полученных значений параметров на
грани рассчитываются значения потока. Процедура расчета произвольного разрыва
является основной и наиболее затратной. Такой алгоритм ресурсоемок, но позво-
ляет учесть сильные разрывы и использовать калорическое уравнение состояния
несовершенного газа.

Ограничение шага по времени следует из условия, что волны, образовавшиеся
после распада разрыва на грани контрольного объема, не достигают его центра.
Соотношения для временного шага приведены в [16].

Первоначальный набор основных уравнений требует явного расчета удельной
энергии, теплоемкостей, коэффициентов переноса, которые должны быть рассчита-
ны в каждой ячейке. Кроме того, мы используем удельную энергию, а не темпера-
туру, как динамическую переменную потока, поэтому мы должны извлечь значение
температуры в каждой ячейке, чтобы рассчитать удельные теплоемкости и коэффи-
циенты переноса. Обычно это делается путем применения метода Ньютона или его
аналогов к выражениям для энергии (3), (5), (6). Эти оценки требуют значительных
вычислительных усилий (∼1 сек. на ячейку на каждый шаг по времени для ПК, In-
tel Core i5, 5 Gen). Так, используя 50 ячеек при расчете, мы тратим около 50 сек.
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на каждый временной шаг, и количество временных шагов также велико. Чтобы
уменьшить вычислительные затраты, мы используем предварительно вычисленные
транспортные коэффициенты и термодинамические функции. Используя точные ал-
горитмы кинетической теории, мы создаем массивы значений переменных, затрат-
ных с точки зрения вычислений (колебательной энергии, удельных теплоемкостей,
коэффициентов теплопроводности, вязкости, объемной вязкости), как функции от
температуры с шагом 0.5 K. Затем, используя линейную интерполяцию, мы полу-
чаем достаточно точные приближенные значения для транспортных коэффициен-
тов и термодинамических функций и, тем самым, значительно ускоряем расчеты
(∼10−4 сек. на каждую ячейку). Таким образом, при использовании 50 ячеек для
моделирования фронта волны время счета в среднем сокращается в 1000 раз.

Также стоит отметить, что вычисление Fi+ 1
2

зависит только от Ui и Ui+1, поэто-
му, имея набор векторов U , можно применять параллельные вычисления для потока
в каждой ячейке в течение одного временного шага.

4. Результаты и обсуждение. Моделирование потока выполняется в одно-
мерной постановке. Дискретизация уравнений Навье — Стокса осуществляется на
структурированной сетке методом конечных объемов. Для интегрирования по вре-
мени используется явная схема Эйлера. Потоки рассчитываются по схеме первого
порядка (схема Годунова). Задача о распаде произвольного разрыва решается мето-
дом точных итераций Годунова. Длина расчетной области в зависимости от числа
Маха составляет 10–30L, где L — длина свободного пробега до ударной волны. Шаг
сетки предполагается постоянным. Расчетная область делится на 50 ячеек.

Для проверки метода сначала была рассчитана ударная волна в азоте и прове-
дено сравнение с экспериментом [17]. Условия в набегающем потоке: p = 6.66 Па,
T = 300 К, M = 6.1. В нашем предыдущем исследовании [11] было проведено такое
моделирование с учетом объемной вязкости с использованием метода пристрелки и
было показано хорошее согласие с экспериментальными значениями [17] и резуль-
татами численного моделирования [5]. В данной работе мы в порядке тестирования
воспроизводим расчет с использованием нового метода.

На рис. 2 безразмерный профиль плотности, рассчитанный новым методом,
сравнивается с профилями, полученными в наших предыдущих расчетах и в экспе-
риментальных исследованиях. Безразмерные переменные рассчитываются по фор-
мулам:

ρ̂ =
ρ− ρL
ρR − ρL

, p̂ =
p− pL
pR − pL

, T̂ =
T − TL
TR − TL

, v̂ =
v − vR
vL − vR

. (17)

Здесь индекс R соответствует конечному равновесному значению параметров за
ударной волной, L — начальным значениям. На графиках используется безразмер-
ное расстояние x/L. Видно хорошее согласие расчетного профиля плотности как с
предыдущим решением, так и с экспериментальными данными. В определенном диа-
пазоне метод конечного объема дает более точное решение по сравнению с методом
пристрелки.

Далее рассмотрим течение углекислого газа при тех же давлении и температуре
в набегающем потоке и числе Маха М, равном 2 и 5. На рис. 3 приведены безраз-
мерные профили плотности для решений, полученных методами конечных объемов
и пристрелки. Решение, полученное ранее методом пристрелки, было основано на
нескольких упрощающих допущениях, которые не применяются в настоящем иссле-
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Рис. 2. Безразмерные профили плотности как функ-
ции от x/L для N2 и M = 6.1.

довании: применение аналитической формулы для полной энергии на единицу объ-
ема, переход к системе из двух уравнений посредством обратного интегрирования
с использованием уравнения состояния идеального газа. Кроме того, результаты,
представленные на рис. 3, получены с учетом вклада только вращательных степе-
ней свободы в коэффициент объемной вязкости. Видно, что профили плотности
практически не отличаются друг от друга при рассматриваемых начальных услови-
ях. Однако новый метод свободен от вышеуказанных ограничений и, следовательно,
может применяться в более широком диапазоне условий.

а б

Рис. 3. Безразмерные профили плотности как функции x/L для CO2 и M =2 (а) и M= 5 (б ).

На рис. 4, а, б показано влияние объемной вязкости на профиль плотности при
M = 2 и 5. Можно видеть, что учет объемной вязкости дает значительное увеличение
ширины ударной волны. Этот вывод подтверждается также рис. 5, где безразмерная
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а б

Рис. 4. Безразмерные профили плотности как функции x/L для CO2 и M =2 (а) и M= 5 (б ).

ширина фронта ударной волны (отнесенная к длине свободного пробега L) показа-
на как функция от числа Маха набегающего потока. Таким образом, учет объемной
вязкости в диапазоне чисел Маха от 2 до 7 дает ширину ударной волны примерно
на 7–8 длин свободного пробега больше. На рис. 4 также представлены решения,
полученные с учетом объемной вязкости, связанной только с вращательными степе-
нями свободы. Стоит отметить, что в углекислом газе, в отличие от азота, основная
роль принадлежит объемной вязкости колебательных степеней свободы. Включение
чисто вращательной части объемной вязкости практически не меняет решение.

Рис. 5. Безразмерная ширина ударной волны в CO2

как функция от числа Маха.

5. Заключение. Была исследована структура ударной волны в CO2 в одно-
температурном приближении с использованием строгой самосогласованной модели
течения, учитывающей точные выражения для термодинамических функций, пере-
менного показателя адиабаты и корректных алгоритмов кинетической теории для
расчета всех коэффициентов переноса, включая объемную вязкость. Результаты мо-
делирования, выполненного методом конечных объемов, сравниваются с экспери-
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ментом [17] для азота и с результатами, полученными другими методами для CO2

[11]. Обсуждается влияние объемной вязкости, а также роль колебательных степе-
ней свободы в формировании профилей плотности во фронте ударной волны. Учет
объемной вязкости приводит к увеличению ширины фронта ударной волны и обес-
печивает лучшее согласие с экспериментами. Хорошее согласие с экспериментами
и предыдущими расчетами подтверждает, что предложенный метод подходит для
изучения сильнонеравновесных течений с нелинейными эффектами. Метод значи-
тельно более гибкий и надежный, чем метод пристрелки, использованный в [11], он
не зависит от начального приближения и допускает различные модификации ис-
ходных уравнений газодинамики. В последующей работе мы планируем применить
этот метод для моделирования многотемпературных вязких течений и течений хи-
мически реагирующих газовых смесей в ударных волнах.
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An efficient numerical tool for studying shock waves in viscous carbon dioxide flows is pro-
posed. The developed theoretical model is based on the kinetic theory formalism and is free
of common limitations such as constant specific heat ratio, approximate analytical expres-
sions for thermodynamic functions and transport coefficients. The thermal conductivity,
viscosity and bulk viscosity coefficients are expressed in terms of temperature, collision
integrals and internal energy relaxation times. Precomputed in the wide temperature range
thermodynamic functions and transport coefficients are implemented to the numerical code
which is used for the simulations of the shock wave structure. Including the bulk viscosity
to the kinetic model results in the increasing shock width and improves the agreement with
experimental data.
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