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Первое тождество Якоби—Труди выражает полиномы Шура в виде определителей мат-
риц, элементами которых являются полные однородные многочлены. Определение многочленов
Шура было дано Коши в 1815 году в виде частного определителей, построенных по некоторым
разбиениям. Полиномы Шура приобрели важное значение ввиду их тесной связи с характера-
ми неприводимых представлений симметрической группы и полной линейной группы, а также
ввиду их многочисленных применений в комбинаторике. Впервые тождество Якоби—Труди
было сформулировано Якоби в 1841 году и доказано Никола Труди в 1864 году. С тех пор
это тождество и его многочисленные обобщения были в центре внимания благодаря той ро-
ли, которую они играют в различных областях математики, включая математическую физику,
теорию представлений и алгебраическую геометрию. Были найдены разнообразные доказатель-
ства этого тождества, основанные на разных идеях (в частности, естественное комбинаторное
доказательство, использующее технику диаграм Юнга). В нашей статье мы приводим короткое
и простое доказательство первого тождества Якоби—Труди и обсуждаем его связи с другими
хорошо известными полиномиальными тождествами. Библиогр. 3 назв.
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Положим ϕ(x) = (x− x1)(x− x2) . . . (x− xn). Хорошо известно, что

n∑
i=1

xji
ϕ′(xi)

=

{
0 при j = 0, 1, . . . , n− 2,

1 при j = n− 1.
(1)

Обычно эти равенства доказывают с использованием интерполяционного многочле-
на Лагранжа. Известно и рассуждение при помощи определителя Вандермонда [1].
В нашей заметке речь пойдет о следующем обобщении равенства (1). Обозначим через
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hk(x1, x2, . . . , xn) полный однородный многочлен степени k от n переменных:

hk(x1, x2, . . . , xn) =
∑

∑
ki=k

xk1
1 x

k2
2 . . . xkn

n .

Тогда при всех натуральных k справедливо равенство

n∑
i=1

xn+k−1
i

ϕ′(xi)
= hk(x1, x2, . . . , xn). (2)

Его частный случай при n = 2 хорошо известен из курса математики средней школы:

xk+1
1

x1 − x2
+

xk+1
2

x2 − x1
=
xk+1
1 − xk+1

2

x1 − x2
=

k∑
i=0

xi1x
k−i
2 .

Приведем одно из возможных доказательств равенства (2). Рассмотрим опреде-
литель Вандермонда

Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n

...
...

. . .
...

x1 x2 . . . xn
1 1 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
и его обобщение Vn,k, в котором в первой строке вместо степеней xn−1

i стоят xn+k−1
i .

Разложив второй определитель по первой строке и поделив обе части полученного
равенства на Vn (см. решение задачи 1.19 в [2]), мы получим

Vn,k
Vn

=

n∑
i=1

xn+k−1
i

ϕ′(xi)
.

Осталось заметить, что в силу частного случая формулы Якоби—Труди для мно-
гочленов Шура (их определение будет приведено далее) отношение Vn,k/Vn равно
hk(x1, x2, . . . , xn). Тем не менее было бы интересно получить доказательство соотно-
шения (2) без ссылки на формулу Якоби—Труди.

Достаточно техническое доказательство соотношения (2) приведено в недавней
работе [3]. Цель нашей заметки— привести короткое доказательство этого соотно-
шения (теорема 1) и показать, как из него можно естественным образом получить
первую формулу Якоби—Труди (теорема 2).

Обозначим через σk, k = 0, 1, . . . , n, элементарные симметрические многочлены
от переменных x1, x2, . . . , xn, считая, что σ0 = 1. Положим

uk =
n∑

i=1

xn+k−1
i

ϕ′(xi)
, k ∈ Z. (3)

Лемма 1. Справедливо рекуррентное соотношение

n∑
j=0

(−1)jσjuk−j = 0. (4)
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Поскольку ϕ(x) =
∑n

j=0(−1)jσjxn−j , то
∑n

j=0(−1)jσjx
n−j
i = ϕ(xi) = 0. Поэтому

n∑
j=0

(−1)jσjuk−j =

n∑
j=0

(−1)j
n∑

i=1

xn+k−j−1
i

ϕ′(xi)
=

n∑
i=1

xk−1
i

ϕ′(xi)

n∑
j=0

(−1)jσjxn−j
i = 0. �

Теорема 1. Для всякого натурального числа k справедливо равенство

n∑
i=1

xn+k−1
i

ϕ′(xi)
= hk(x1, x2, . . . , xn). (5)

Положим по определению h0(x1, x2, . . . , xn) = 1. Рассмотрим производящую
функцию последовательности многочленов hk. Поскольку коэффициентом при tk в
произведении(

1 + tx1 + t2x21 + . . .
) (

1 + tx2 + t2x22 + . . .
)
. . .

(
1 + txn + t2x2n + . . .

)
как раз и является сумма одночленов вида xk1

1 x
k2
2 . . . xkn

n , где ki ≥ 0 и
∑
ki = k, то

∞∑
k=0

tkhk(x1, x2, . . . , xn) =

=
(
1 + tx1 + t2x21 + . . .

) (
1 + tx2 + t2x22 + . . .

)
. . .

(
1 + txn + t2x2n + . . .

)
=

=
1

(1− tx1)(1 − tx2) . . . (1− txn)
. (6)

Положим также h−1 = h−2 = . . . = h1−n = 0. Поскольку (1−tx1)(1−tx2) . . . (1−txn) =∑n
j=0(−1)jσjtj , то

n∑
j=0

(−1)jσjtj ·
∞∑
k=0

tkhk = 1.

Следовательно, при всех натуральных k справедливо соотношение

n∑
j=0

(−1)jσjhk−j = 0.

Таким образом, многочлены hk удовлетворяют тому же рекуррентному соотношению
(4), что и суммы uk. Осталось заметить, что, в силу равенства (1), u0 = 1 и u−1 =
u−2 = . . . = u1−n = 0, откуда и следует, что uk = hk при всех натуральных k. �

Введем следующие обозначения. Для набора k = (k1, k2, . . . , kn) неотрицатель-
ных целых чисел таких, что k1 ≤ k2 ≤ . . . ≤ kn, положим

Vk(x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xn−1+kn
1 xn−1+kn

2 . . . xn−1+kn
n

x
n−2+kn−1

1 x
n−2+kn−1

2 . . . x
n−2+kn−1
n

...
...

. . .
...

xk1
1 xk1

2 . . . xk1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Многочленом Шура называется многочлен

Hk(x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
hkn hkn−1−1 . . . hk1−n+1

hkn+1 hkn−1 . . . hk1−n+2

...
...

. . .
...

hkn+n−1 hkn−1+n−2 . . . hk1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Таким образом, Hk = det (hij)

n
i,j=1, где hij = hj−i+kn+1−i . По условию ki ≥ 0, поэтому

если s < 0, имеем s ≥ 1− n. Следовательно, многочлен hs равен нулю.

Теорема 2. Справедлива формула

Vk(x1, x2, . . . , xn) = Hk(x1, x2, . . . , xn)V0(x1, x2, . . . , xn) (7)

(первая формула Якоби—Труди).

Доказательство проведем индукцией по n. Рассмотрим набор k длины n. Поло-
жим k′ = (k1, k2, . . . , kn−1). Обозначим черезHij алгебраическое дополнение элемента
hij .

Разложив определитель Vk по первой строке и воспользовавшись индукционным
предположением, получим равенство

Vk = xn−1+kn
1 Hk′(x2, x3, . . . , xn)V0(x2, x3, . . . , xn)−

− xn−1+kn
2 Hk′(x1, x3, . . . , xn)V0(x1, x3, . . . , xn) + . . .+

+ (−1)n−1xn−1+kn
n Hk′(x1, x2, . . . , xn−1)V0(x1, x2, . . . , xn−1).

Разделив обе его части на V0(x1, x2, . . . , xn), получим равенство

Vk
V0

=
xn−1+kn
1

ϕ′(x1)
Hk′(x2, x3, . . . , xn) +

xn−1+kn
2

ϕ′(x2)
Hk′(x1, x3, . . . , xn)+

+ . . .+
xn−1+kn
n

ϕ′(xn)
Hk′(x1, x2, . . . , xn−1). (8)

В силу того, что hk(0, x2, . . . , xn) = hk(x1, x2, . . . , xn)− x1hk−1(x1, x2, . . . , xn), и в
силу равенства∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a12 . . . a1n
x a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
xn−1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 − xa12 a23 − xa13 . . . a2n − xa1n
a32 − xa22 a33 − xa23 . . . a3n − xa2n

...
...

. . .
...

an2 − xan−1,2 an3 − xan−1,3 . . . ann − xan−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
получим, что

Hk′(x2, x3, . . . , xn) = det (hij(x1, x2, . . . , xn)− x1hi−1,j(x1, x2, . . . , xn))
n
i,j=2 =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 h12 . . . h1n
x1 h22 . . . h2n
...

...
. . .

...
xn−1
1 hn2 . . . hnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
n∑

j=1

xj−1
1 H1j .

6 Вестник СПбГУ. Сер. 1. Математика. Механика. Астрономия. Т. 3 (61). 2016. Вып. 1



Аналогичным образом

Hk′(x1, x3, . . . , xn) =

n∑
j=1

xj−1
2 H1j , . . . , Hk′(x1, x2, . . . , xn−1) =

n∑
j=1

xj−1
n H1j .

Подставив полученные равенства в формулу (8), получим, что

Vk
V0

=

n∑
i=1

xkn+n−1
i

ϕ′(xi)
·

n∑
j=1

xj−1
i H1j =

n∑
j=1

H1j ·
n∑

i=1

xkn+n+j−2
i

ϕ′(xi)
=

n∑
j=1

H1jhkn+j−1 = Hk. �

В заключение заметим, что суммы (3) определены при всех целых k. Cлучай,
когда k ≤ −n, нетрудно свести к случаю k ≥ 0 посредством замены yi = 1

xi
. В

результате мы получим следующую общую формулу:

n∑
i=1

xn+k−1
i

ϕ′(xi)
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
hk(x1, x2, . . . , xn) при k ≥ 0,

0 при k = −1,−2, . . . , 1− n,
(−1)n−1

x1x2...xn
h−k−n

(
1
x1
, 1
x2
, . . . , 1

xn

)
при k ≤ −n.
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The first Jacobi—Trudi identity expresses Schur polynomials as certain determinants of matrices whose
entries are complete homogeneous polynomials. The definition of Schur polynomials was given by Cauchy
in 1815 as a quotient of certain determinants defined by an integer partition with at most n non-zero parts.
Schur functions became very important because of their close relationship with the irreducible characters
of both the symmetric groups and the general linear groups, and for their combinatorial applications. The
Jacobi—Trudi identity was first stated by Jacobi in 1841 and proved by Nicola Trudi in 1864. Since then
this identity and its numerous generalizations have been the focus of much attention due to the important
role they play in various areas of mathematics including mathematical physics, representation theory, and
algebraic geometry, and various proofs based on different ideas (in particular, a natural combinatorial
proof using Young tableaux techniques) have been found. In our paper, we give a short and simple proof
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of the first Jacobi—Trudi identity and discuss its relationship with some other well-known polynomial
identities. Refs 3.

Keywords: a generalized Vandermonde determinant, Schur polynomials.
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