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В статье рассматриваются задачи Сен-Венана для естественно-закрученного стержня с
прямоугольным поперечным сечением. Исследования задач проводятся на основе метода одно-
родных решений в совокупности с методом конечных элементов. Зависимости элементов мат-
рицы жесткостей от крутки и напряженно-деформированное состояние сечений представлены
графически. Библиогр. 17 назв. Ил. 3.
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Первые подходы построения решений задач Сен-Венана о растяжении, кручении
и изгибе естественно-закрученных стержней (ЕЗС) были сделаны в работах [1, 2].
Попытки исследования задач изгиба без привлечения дополнительных гипотез не
привели к существенным результатам. Однако потребность в решении конкретных
практических задач обусловила развитие прикладных теорий [3–7].

В работах [8, 9] методом однородных решений и спектральной теории операторов
решение задачи Сен-Венана представлено в виде бесконечного ряда по элементарным
решениям (ЭР), в котором выделена группа из двенадцати ЭР. Шесть из них описы-
вают смещение ЕЗС как твердого тела, а напряженное состояние в поперечном сече-
нии остальных шести ЭР таково, что их главный вектор и главный момент отличны
от нуля и могут быть уравновешены усилиями, приложенными к торцам стержня.
Совокупность таких элементарных решений названа «решением Сен-Венана». Это
понятие включает в себя шесть элементарных решений: решения Сен-Венана задачи
растяжения-сжатия, задачи кручения, задачи чистого изгиба и изгиба поперечными
силами. Построение решений каждой из перечисленных задач сведено к двумерным
краевым задачам на поперечном сечении ЕЗС.

Заметим, что для построения аналогичных решений для призмы Сен-Венан ис-
пользовал полуобратный метод [10, 11]. В [9] для цилиндра строго доказано, что
главный вектор и главный момент напряжений, отвечающие остальным решениям
бесконечного ряда (не входящим в выделенную группу ЭР), равны нулю, и эта часть
общего решения локализуется у торцов стержня, а обоснование принципа Сен-Венана
для ЕЗС приводится в [12].

Аналитические решения всех шести задач Сен-Венана построены в виде двух
членов разложений по малому параметру безразмерной «крутки» τ0 = hτ , τ — отно-
сительный угол закручивания; h— характерный линейный размер сечения. В первом
приближении при некоторых дополнительных упрощениях эти решения совпадают с
решениями теории Кирхгофа—Клебша.

∗Работа выполнена при частичной поддержке проекта «Математическое моделирование неодно-
родных и многофазных структур» (в рамках Программы фундаментальных исследований по стра-
тегическим направлениям развития науки Президиума РАН №1 «Фундаментальные проблемы ма-
тематического моделирования»).
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Система уравнений пространственной теории упругости сведена к системам дву-
мерных уравнений на сечении ЕЗС [13], и для малых круток в случае эллиптического
сечения сделаны оценки эффективных жесткостей.

В работах [14, 15] методом конечных элементов (МКЭ) исследована задача Сен-
Венана растяжения-кручения ЕЗС, в [16] — задача о чистом изгибе, а в работе [17]
строится решение краевой задачи, отвечающее задаче изгиба поперечной силой.

В настоящей работе на основе решения Сен-Венана для ЕЗС с прямоугольным
поперечным сечением строится матрица жесткостей в широком диапазоне изменения
величины крутки τ , 0 ≤ τ <∞.

1. Пусть x1, x2, x3 — декартова система координат с ортами i1, i2, i3. Объем ЕЗС
получается винтовым движением плоской фигуры S параллельно плоскости x1x2
вдоль оси x3. Угол поворота сечения, находящегося на расстоянии x по оси x3 от
начала координат, равен ϕ = τx. В сопутствующей системе координат ξ1, ξ2, ξ3 = ξ
оси ξ1 и ξ2 жестко связаны с S в процессе ее движения и направлены по главным осям
инерции. Связь между координатами обеих систем определяется соотношениями

ξ1 = x1 cosϕ+ x2 sinϕ, ξ2 = −x1 sinϕ+ x2 cosϕ, ξ = x3.

Орты сопутствующей системы координат обозначим eα, α = 1, 2. Таким образом,

R = ξαeα + ξi3 (1)

— радиус-вектор произвольной точки объема ЕЗС. Уравнение контура ∂S области S
ξα0 = ξα0(s), ξα0 — координаты точки контура и s—расстояние от некоторой фикси-
рованной точки по дуге контура. Тогда касательный t и нормальный n орты контура
∂S выражаются следующим образом:

t = ξ′α0eα, n = nαeα = ξ′20e1 − ξ′10e2, (2)

где ξ′10, ξ′20 —производные ξ10, ξ20 по s. Проекции внешней нормали N к боковой по-
верхности Γ ЕЗС на оси сопутствующей системы координат таковы:

N1 = n1 = ξ′20, N2 = n2 = −ξ′10, N3 = τbn,

bn = n2ξ1 − n1ξ2 =
d

ds

(
r2

2

)
.

Будем считать, что 0 � x � L, где L— длина ЕЗС.
Для постановки и исследования задачи Сен-Венана приведем основные соотно-

шения теории упругости в сопутствующей системе координат и, опираясь на соотно-
шения (1), (2), введем основной и взаимный базисы:

Rα =
∂R

∂ξα
= eα, R3 =

∂R

∂z
= i3 − τξ2e1 + τξ1e2,

R1 = e1 + τξ2i3, R2 = e2 − τξ1i3, R3 = i3 = e3.

Учитывая, что метрический тензор g в смешанном базисе совпадает с единичным
(gji = Ri ·Rj = δij), и используя следующее выражение:

∇ = Rj∂j = eα∂α + e3(∂ + τD), (3)
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∂α =
∂

∂ξα
, ∂ = ∂3 =

∂

∂ξ
, D = ξ2∂1 − ξ1∂2,

уравнение равновесия представляется в векторном виде

∂ασα + (∂ + τD)σ = 0, (4)
σα = σα�e�, σ = σ3�e�, � = 1, 2, 3, α = 1, 2.

Проектируя (4) на оси сопутствующей системы координат, получаем

∂1σ11 + ∂2σ12 + ∂σ13 + τ(Dσ13 − σ23) = 0,

∂1σ12 + ∂2σ22 + ∂σ23 + τ(Dσ23 + σ13) = 0, (5)

∂1σ13 + ∂2σ23 + ∂σ33 + τDσ33 = 0.

Для компонент тензоров деформаций и напряжений имеем

ε11 = ∂1u1, ε12 =
1

2
(∂2u1 + ∂1u2), ε22 = ∂2u2,

ε13 =
1

2
[∂1u3 + (∂ + τD)u1 − τu2], (6)

ε23 =
1

2
[∂2u3 + (∂ + τD)u2 + τu1], ε33 = (∂ + τD)u3.

σ11 = 2μ[(1 + κ)∂1u1 + κ∂2u2 + κ(∂ + τD)u3],

σ12 = μ(∂1u2 + ∂2u1),

σ22 = 2μ[(1 + κ)∂2u2 + κ∂1u1 + κ(∂ + τD)u3],

σ13 = μ(∂1u3 − τu2 + (∂ + τD)u1),

σ23 = μ(∂2u3 + τu1 + (∂ + τD)u2),

σ33 = 2μ[κ∂1u1 + κ∂2u2 + (1 + κ)(∂ + τD)u3].

(7)

Будем считать, что боковая поверхность ЕЗС свободна от напряжений, т. е.

N · σ
∣∣∣
Γ
= 0, (8)

а на торцах при z = 0 и при z = L заданы следующие граничные условия:

u(0) = 0, σ(L) = p.

2. Уравнение равновесия (5) и граничное условие (8) могут быть представлены
в операторном виде:

L1τ (∂)u ≡
{
Lτ (∂)u, Mτ (∂)u

}
= 0, (9)

где операторы Lτ , Mτ определены в [9]. Отыскивая решение в виде

u(ξ) = eγξa, a = a(ξ1, ξ2) (10)

и подставляя (10) в (9), получаем спектральную задачу на сечении:

Lτ1(γ)a ≡ {Lτ (γ)a, Mτ (γ)a} = 0. (11)
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В [9] показано, что задача (11) имеет три четырехкратных собственных значения
γ0 = 0, γ±1 = ±iτ , им соответствуют 12 элементарных решений Сен-Венана:

u1(ξ) = u∗
2(ξ) = eiτξa1, u3(ξ) = u∗

4(ξ) = eiτξ(ξa1 + a3),

u5(ξ) = a5, u6(ξ) = a6, u7(ξ) = eiτξ
(
ξ3

6
a1 +

ξ2

2
a3 + ξa9 + a7

)
,

u8(ξ) = u∗
7(ξ), u9(ξ) = u∗

10(ξ) = eiτξ
(
ξ2

2
a1 + ξa3 + a9

)
,

u11(ξ) = ξa5 + a11, u12(ξ) = ξa6 + a12,

a1 = a∗2 = {1, i, 0}, a3 = a∗4 = {0, 0,−ζ}, a5 = {0, 0, 1},
a6 = {−ξ2, ξ1, 0}, a8 = a∗7, a10 = a∗9,

(12)

()∗ — комплексное сопряжение. Решение Сен-Венана представим в виде

uS(ξ) =

6∑
�=1

C�u�(ξ) +

12∑
�=7

C�u�(ξ − L).

Здесь первая сумма содержит шесть элементарных решений (12), определяющих сме-
щение ЕЗС как твердого тела, а вторая— определяет напряженно-деформированное
состояние типа Сен-Венана. В [9] сформулированы краевые задачи для определения
a9, a7, a11 и a12 и соответствующие им вариационные постановки.

Для координат векторов al и компонент тензоров напряжений, соответствующих
элементарным решениям с индексом l, используем обозначения ai,l, σmn,l. Тогда

σmn,l = 0, l = 1, . . . , 6,

σmn,7 = μeiτξ(ξbmn,9 + bmn,7), σmn,8 = σ∗
mn,7,

σmn,9 = μeiτξbmn,9, σmn,10 = σ∗
mn,9,

σmn,11 = μbmn,11, σmn,12 = bmn,12.

(13)

Подстановка (13) в соотношения обобщенного закона Гука (7) приводит к выра-
жениям для следов напряжений bmn,l, l = 7, . . . , 12 [9]. Компоненты главного век-
тора Q = {Qξ1, Qξ2, Q3} и главного момента M = {Mξ1,Mξ2,M3} напряжений
σ3 = {σ13, σ23, σ33}, действующих в сечении S, определяются следующим образом:

Qξk =

∫
S

σk3dS, Mξ1 =

∫
S

ξ2σ33dS,

Mξ2 = −
∫
S

ξ1σ33dS, M3 =

∫
S

(ξ1σ23 − ξ2σ13)dS,
(14)

где σk3 —проекции векторов напряжений в сечении ξ = const на оси сопутствующей
системы координат.
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Используя (14) и соотношения обобщенной ортогональности, а также выражения
для следов напряжений [9], получаем ненулевые элементы матрицы жесткостей

d11 = d22 = −d33 = −d44 = −d =

∫
S

ζ∗b33,9dS, d31 = d∗42 = −
∫
S

ζ∗b33,7dS,

d55 =

∫
S

b33,11dS, d56 = d65 =

∫
S

b33,12dS, d66 =

∫
S

(ξ1b23,12 − ξ2b13,12)dS.
(15)

Постоянные C�, � = 7, . . . , 12, определяются из следующей алгебраической системы:

−eiτημdC7 = Qξ1 − iQξ2,

eiτημ
[
(d31 + ηd)C7 + dC9

]
=Mξ2 + iMξ1,

μ(d55C11 + d56C12) = Q3,

μ(d56C11 + d66C12) =M3, η = ξ − L.

3. На основе вариационной постановки задач, соответствующих задачам растя-
жения-кручения, чистого изгиба и изгиба поперечной силой, с помощью МКЭ в слу-
чае прямоугольного поперечного сечения ЕЗС была создана программа для опреде-
ления координат векторов a7, a9, a11 и a12.

Особенности реализации МКЭ были отражены в [15–17].
На рис. 1 изображены графики жесткостей ЕЗС при различных значениях τ . В

задаче на растяжение-сжатие для d55 характерно увеличение жесткости с ростом τ .
Жесткость d56 является характеристикой взаимодействия кручения и растяжения-
сжатия; с ростом τ меняется знак d56, что отражает эффекты «раскручивания-за-
кручивания» ЕЗС.

Рис. 1. Зависимости жесткостей от крутки в задаче растяжения-кручения

На рис. 2 приведены графики жесткостей d31, d33 при H2/H1 = 1 (кривые b и d
соответственно) и при H2/H1 = 2 (кривые a и c соответственно), L = 1 м, H1 = 0.1 м.

На рис. 3 представлено распределение нормированных напряжений σ∗
33 = σ33/μ

в сечении x3 = 0.5235 м при изгибе поперечной силой Q2 = 100 Н с максимальным
значением σ∗

33, равным 2.7397 · 10−9. Расчеты показали, что с ростом τ0, при τ0 >
4 происходит формирование круга, вписанного в сечение, для которого, как и для
малых τ0, свойственна линейная зависимость величины нормального напряжения,
пропорциональная расстоянию от нейтральной линии и имеющая противоположные
знаки в точках, симметричных относительно нее. Это, на наш взгляд, подтверждает
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Рис. 2. Зависимости жесткостей стержня от крутки за-
дачи изгиба

Рис. 3. Распределение по сечению нормальных напряжений σ33: слева τ = 0.02; справа τ = 22

гипотезу автора [13] о том, что с ростом τ работает ядро сечения, которое стягива-
ется ко вписанному в сечение кругу, что является следствием быстрой осцилляции
боковой поверхности ЕЗС.
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ON STIFFNESS MATRIX CONSTRUCTION FOR NATURALLY TWISTED ROD
Natalia V. Kurbatova, Natalia M. Romanova, Yuriy A. Ustinov
Southern Federal University, ul. Milchakova, 8a, Rostov-on-Don, 344090, Russian Federation;
nvk-ru@yandex.ru, nvk@math.sfedu.ru, sunshinemail@yandex.ru, ustinov@math.sfedu.ru
Here we considered the Saint Venant problem for a naturally twisted rod with a rectangular cross-section.
Research was conducted on the basis of homogeneous solutions in conjunction with the finite element
method. The general solution is constructed as a linear combination of elementary solutions corresponding
to three four-roots eigenvalues of spectral problem on the cross section. Elementary solutions determining
the stress-strain state of Saint Venant type contain unknown eigenvectors and associated vectors. To
determine of unknown solutions the authors formulated boundary value problems and their variational
formulations previously. They are correspond to problems of stretching-torsion, pure bending and bending
of the lateral force. Variational problems were solved using FEM. The stress-strain state of the rod was
studied numerically and non-zero elements of the stiffness matrix were found in the case of square and
rectangular cross-sections of the rod for the different values of twist. Graphically shows the numerical
results for a wide range of change of the twist parameter τ . Calculations showed that the identified
patterns are consistent with the corresponding behavior untwisted rods (for small twist parameter), and
with the growth of the twist, new effects, which confirm the hypothesis proposed earlier. Refs 17. Figs 3.

Keywords: naturally twisted rod, Saint-Venaunt problem, stiffness matrix.
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